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КВАНТОВЫЙ ПАРАДОКС ЗЕНОНА ПРИ ИЗМЕРЕНИЯХ С КОНЕЧНОЙ 
ТОЧНОСТЬЮ 

Ф. Я. Халили 

(кафедра молекулярной физики и физических измерений) 

Показано, что при непрерывном слежении за двухуровневой системой межуров-
невые осцилляции подавляются тем сильнее, чем выше точность слежения. При абсо-
лютно точном слежении система замораживается на начальном уровне. 

Известно, что при непрерывном слежении за переменной с дис-
кретным спектром (не являющейся интегралом движения) 'происходит 
подавление квантовых переходов между ее собственными состояниями. 
Это явление получило название квантового парадокса Зенона (см. ра-
боту [1] и библиографию к ней). Например, при непрерывном слеже-
нии за числом квантов в пробном осцилляторе уменьшается его чув-
ствительность к внешней силе, так как флуктуации фазы, вызванные 
измерительным прибором (вследствие соотношения неопределенностей 
-«число квантов — фаза»), нарушают когерентность действия силы на 
•осциллятор [2, 3]. Полное подавление переходов происходит, очевид-
но, только при точном слежении. При слежении с конечной точностью 
эволюция системы некоторым образом модифицируется, но вероятно-
сти переходов остаются отличными от нуля. 

В настоящей работе решена задача о воздействии процедуры при-
ближенного слежения на динамику вероятностей переходов в двухуров-
невой системе. Поведение аналогичной системы в случае точного сле-
жения анализировалось в работе [1]. 

Свободная эволюция рассматриваемой системы характеризуется 
осцилляциями между двумя ее уровнями. Обозначим состояния, соот-
ветствующие точной локализации на этих уровнях, через | 1 > и | — 1 > . 
Тогда 

( 7 ( 0 11) = C O S - ^ - 11 > + i s i n - у - 1 — 1 ) , 

(1) 

i 7 ( 0 | — l > = t s i n - Y " | l ) + C O S - — - I — 1 ) , 

где 0(t) —оператор эволюции. Параметр Q равен частоте осцилляций 
вероятностей переходов: 

| < 1 1 ^ 7 ( 0 1 - 1 ) ! 2 = - у ( 1 - с о з Й 0 - ( 2 ) 

Пусть Т — единичная 2х2-матрица, ох, оу, az—матрицы Паули. 
С их помощью оператор O(t) можно записать в виде 

0(t)=7cos(Qt/2) + ioxsm(at/2). (3) 

Ему соответствует, как легко показать, гамильтониан 

M= — {hQ[2)ox. (4) 

Типичным примером двухуровневой системы является частица со 
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спином 1/2 в магнитном поле. Если ось х направлена вдоль вектора 
напряженности поля, а состояния | 1 > и | — 1 > представляют собой 
состояния с фиксированной проекцией спина на ось z, то гамильтониан: 
спиновой степени свободы равен гамильтониану (4). Частота Q в дан-
ном случае равна удвоенной частоте прецессии спина, О, —2цН/h (Н — 
напряженность магнитного поля, ц — магнитный момент частицы). 

В качестве второго примера рассмотрим систему двух одинаковых 
осцилляторов, в которой находится один квант. Если осцилляторы свя-
заны достаточно слабо, то гамильтониан можно записать в приближе-
нии вращающейся поляризации: 

ffl = ?i<o (а+аг + а+а2 + 1) — -у- (а+а2 + a+aj, (5> 

где а+1,2, «1,2 — операторы рождения и уничтожения квантов в первом 
и втором осцилляторах, но —парциальная частота, Q — константа свя-
зи, со. Состояния, соответствующие локализации кванта в одном из 
осцилляторов, образуют базис в двумерном гильбертовом подпростран-
стве, содержащем все состояния с одним квантом в системе. Гамильто-
ниан (5) в этом базисе имеет вид 2х2-матрицы: 

Ж=2Я(£)1— (hQ/2) oZ 

Первое слагаемое здесь можно опустить, так как оно приводит лишь 
к появлению не несущего физического смысла фазового множителя 
е~2{ш{ в операторе эволюции. Второе же совпадает с гамильтониа-
ном (4). 

Стандартным способом описания процесса непрерывного слежение 
является его представление как предельного случая дискретной после-
довательности измерений, когда интервал между измерениями стре-
мится к нулю, а ошибка каждого измерения — к бесконечности (см. 
[4, 5], а также обзор [6]). Каждое измерение дает некоторую оценку 
номера уровня /, на котором находится система ( / = ± 1 ) . Вероятность-
получения результата j равна [7, 8] 

w(j)=Sp(h(j)pin), (6> 
где pin — оператор плотности состояния системы перед измерением, 

П ( 1 ) + П ( — 1 ) = 7 (7) 

— разложение единицы, описывающее данную измерительную про-
цедуру. 

Для задания конкретного вида разложения единицы (7), а также 
состояния системы после измерения требуется дополнительная инфор-
мация об устройстве измерительного прибора. Мы будем рассматри-
вать измерения, оставляющие неизменными собственные состояния из-
меряемой величины — невозмущающие измерения '[9]. Они оказывают 
минимальное допустимое при заданной точности измерения обратное 
влияние на систему, определяемое соотношением 

Р ( / ) — — П 1 / 2 ( / ) р 1 П П 1 / 2 ( / ) , ( 8 > W (/) 

где р ( / )—оператор плотности состояния системы после измерения, 
П1/2 ( / )—диагональный в представлении измеряемой величины опера-
тор, квадрат которого равен П( / ) . Наложим на измерительную про-
цедуру также естественное условие симметрии: потребуем, чтобы мат-



рица условных вероятностей результатов измерений была симметрич-
ной: 

(1 | П ( 1 ) 11)=(—1 |П(—1) | —1>= ( l + s i n 2 ф ) / 2 , 
(9) 

( 1 | П ( — 1 ) | 1 ) = ( — 1 | П ( 1 ) | — 1 > = ( 1 — s i n 2 4 ) ) / 2 

(<р —параметр, определяющий точность измерения: 0 г ^ ф ^ я / 4 , значе-
нию ф—я/4 соответствует точное измерение, ф = 0 — случайное угады-
вание результата) . Сказанное позволяет однозначно определить вид 
П ( / ) : 

П (/) = ( 7 + joz sin 2ф), (10) 

П 1 / 2 ( / ) = - L - ( / c o s 9 + Д М П Ф ) . ( И ) 

В последовательности измерений точность определения номера 
квантового уровня, достижимая за заданное время, определяется точ-
ностью каждого измерения и числом выполненных измерений, т. е. со-
отношением параметров ф и в, где 9 — интервал времени между изме-
рениями. При предельном переходе к непрерывному слежению точность 
определяется относительным темпом стремления ф и 9 к нулю. Удоб-
ной мерой точности является величина 

т ф = н т - 4 - ; ( 1 2 ) 
е-*о Ф2 

<р-»-0 

Нетрудно показать, что если время усреднения т достаточно мало, так 
что можно пренебречь вероятностями переходов за это время, то дис-
персия линейной несмещенной оценки номера уровня равна 

( Д / ) 2 = ~ . (13) 
4т 

Таким образом, тФ равно времени, необходимому для достижения по-
грешности Д / = 1/2. 

Из формул (6) и (8) следует, что если в системе было выполнено 
последовательно N измерений с интервалом в, то вероятность перехо-
да с уровня k на уровень I (k, / = ± 1 ) за время т=NQ будет равна 

Pxik, / и ) = - т т г 1 ( / | К а ) | Л > | » , (14) w О ) 

где j = ( / i , • • • >Jn} — вектор результатов измерений, 

Р . 0 ) = П 1 / 2 Ы 0 ( 8 ) . . . . . & » / * ( / , ) 0 ( 9 ) , 

— вероятность получения набора результатов измерений j. Вероят-
ность (14) зависит не только от динамического поведения системы, но 
и от полученных результатов измерений. Предметом настоящей рабо-
ты является анализ динамического воздействия измерителя на систему. 
Поэтому нас интересуют усредненные по всем возможным результатам 
измерений (априорные) вероятности 
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Предел выражения (15) при т->0, (т. е. при непрерывном 
слежении) вычислен в Приложении. Он имеет вид 

M l , 1 ) = М - 1 , —1) — (l + f ( / ) ) /2 , 
(16) 

p t ( l , - l ) = p , ( - l , 1) — (1— f ' ( t ) ) /2 , 
где f (.t) — это решение уравнения 

f(t) + (2/%,)f(ty+Q*f(t)= 0 (17) 
при начальных условиях f(0) = l, / (0) = 0. 

Уравнение (17) совпадает с уравнением движения для гармониче-
ского осциллятора с затуханием. Роль времени релаксации в (17) иг-
рает величина, определяющая точность слежения, — тф. Таким обра-
зом, процесс непрерывного слежения так же влияет на динамику ве-
роятностей переходов, как вязкость на движение осциллятора. 

Решение уравнения (17) хорошо известно. С учетом начальных 
условий оно имеет вид 

cos Q't н — sin Й'Л ?/т<р при Йтф > 1, 
/(') = < v Q't J ( I 8 ) 

1 ( т - е - / / т — x+e- i / r+) при О т ф < 1 , 

где 
Q' = Vo?—Тф2, т+^Хф1 ± V t ~ 2 — Q2. 

Как видно из формулы (18), при t-^oo f ( t ) - + 0. Это означает, 
что под действием измерительного прибора рассматриваемая система 
асимптотически стремится к равновесному состоянию, в котором веро-
ятности локализации на обоих уровнях одинаковы. Если йт ф >1, то 
этот процесс сопровождается осцилляциями вероятностей переходов, 
аналогичными тем, которые имеют место в свободной системе. При 
увеличении точности слежения частота осцилляций уменьшается, и 
при : Q T 9 < 1 ОНИ полностью подавлены: вероятность локализации на на-
чальном уровне стремится с течением времени к своему асимптотиче-
скому значению 1/2, уменьшаясь монотонно. 

В предельном случае высокой точности слежения (йтф<С1) функ-
цию f(t) для не слишком малых значений ее аргумента можно аппрок-
симировать экспонентой 

f(t)=er* (1-9) 
где 

2 (20) 
0 % 

— время жизни системы на начальном уровне. 
Таким образом, измерительный прибор существенно изменяет по-

ведение системы, если определяющий точность слежения параметр 
меньше характерного времени свободной эволюции iQ_1. Если это усло-
вие выполнено, то время жизни системы на начальном уровне обратно 
пропорционально тф. При тФ-^0, т. е. при точном слежении, система за-
мораживается на начальном уровне и перестает эволюционировать. 

Приложение. Пусть S ( p ) — супероператор, описывающий изменение состояния 
исследуемой системы в результате свободной эволюции в течение времени 8 и после-
дующего однократного измерения: 
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S ( p ) = £ п 1 ^ ( / ) £ / ( в ) ? г / + ( в ) п 1 ^ ( / ) . (П.1) 

Используя формулы (3) и (9), можно показать, что 

S(АГ+ВОЦ+СОГ) =АГ+(В COS Й0—С sin QQ)cos 2<Р<^+ (С cos Q 0 + B sin Q8)a z . (П.2) 

И з этого соотношения и тождества 

i f tx f t i = у ( Г + * » « ) 

« ( £ = ± 1 ) следует, что результат я-кратного действия супероператора (П.1) на состоя-
щие | & > < & | можно представить в виде 

S « ( | f e ) ( f e | ) = ~ - 4 - - | - ( G n o i / + F n a i ) , (П.З) 

аде коэффициенты Gn и Fn определяются из соотношений 

G n + i = (Gncos Й 0 — f n s i n Й0)соз2ф, 
(П.4) 

Fn+i=Fncos Q 0 + G „ s i n £20, 

G„=0, F„ = 1. (П.5) 

Следовательно, вероятность перехода (15) равна 

м * . о = < / | s ^ i * > < f t u i / ) = — <! + < п - 6 ) 

Д л я предельного перехода к непрерывному слежению введем функции g(t), f ( t ) , 
значения которых в точках t=nQ равны G„ и Fn соответственно. При 0-»-О, ф-»-0 

Fn+i-*-f(nQ)+ef(nQ), (П.7) 
cos 2ф-»-1—2ф2. 

Подстановка (2.7) в (2.4) дает уравнения для g(t), f(t): 

Т<р 

f(t)=Qg(t), (П.8) 
"которые можно свести к одному — уравнению (17). Начальные условия для него оп-
ределяются из соотношений (П.5). Формула (16) для вероятности перехода является 
непосредственным следствием соотношения (П.6). 
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