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ИЗМЕНЕНИЯ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОГО ОСЦИЛЛЯТОРА С 
ГАРМОНИЧЕСКОЙ ВНЕШНЕЙ СИЛОЙ — ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ И АНА-
ЛИТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ 

В. А. Макаров, А. В. Матвеева 

(кафедра общей физики и волновых процессов) 
Численно исследовано влияние поглощения на размеры и положение области в 

пространстве параметров уравнения ангармонического осциллятора с гармонической 
внешней силой, внутри которой возникают режимы умножений периода колебаний и 
динамический хаос. 

1. Исследование уравнения ангармонического осциллятора с периодической внеш-
ней силой 

х+ах+х—у xs = cos(ot, у>0, (!) 
проведенное методом численного интегрирования, показало (подробная библиография 
содержится в [1, 2 ] ) существование отдельных частотных интервалов Аозь.п, на ко-
торых в спектре решения появляются субгармоники ©/'(&•2n) (fe = l, 3, 5, 7; п = 0 , 1, 
2, . . . ) , и областей Дю*, где изменение x(t) носит хаотический характер. Сейчас ста-
новится актуальным построение трехмерной области Дсо(а, Y). внутри которой воз-
никают режимы умножений периода колебаний x(t) и динамический хаос. Первым 
шагом к этому является, по-видимому, работа [3, 4], где приведены границы 
Дсо(У) ДЛЯ Y ^ 0 » 5 И а = 0 , 4 и подробно проанализирована динамика перехода от пе-
риодического изменения хЦ) к хаотическому при плавном уменьшении со. 

Аналитического метода поиска точных границ области параметров нелинейных 
диссипативных систем осцилляторного типа с внешним воздействием, внутри которой 
решение имеет хаотический характер, в настоящее время не существует. Удается 
определить только необходимые условия возникновения динамического хаоса [5, 6] 
для весьма узкого класса колебательных систем. Представляется возможным также 
указать величины параметров [7], вблизи которых с наибольшей вероятностью можно 
искать предшествующие хаосу режимы генерации субгармоник. 

В данной работе приведены результаты численного исследования (1), показы-
вающие влияние поглощения на размеры и положение области Д©(а, Y)- Получен-
ные результаты сравниваются с двумя формулами Yi.2=Yb2(a> w), найденными при 
помощи изложенных в [5] и [7] двух приближенных методов и дающими хорошую 
оценку положения нижней (по Y) границы области А© (а, у) н а плоскости у и ©. 
Использование Yi,2 В качестве первого приближения значительно ускоряет процедуру 
численного поиска Д о (a, y)-

2. Для численного интегрирования (1) 
использовалась традиционная разностная схема 
четвертого порядка точности (более подробно 
см. [Э]). Режимы умножений периода колеба-
ний и хаотическое изменение x(i) возможные 
узком частотном интервале, если Y больше не-
которой критической величины YK(CI) (СМ. ри-
сунок). Приближение к заштрихованной обла-
сти справа сопровождается резким возраста-
нием амплитуд четных гармоник в спектре ре-
шения. При дальнейшем уменьшении © внутри 
заштрихованной области мы последовательно 
попадаем в частотные интервалы Д©1 у, До>*,ь 
А©з,«; Ag>*,3; А®5,п; А®*,5> • • •. т- е- переход в 
интервал А©*,*, где спектр решения (1) непре-
рывен, происходит через бесконечную после-
довательность удвоений периода колебаний 
вида k-2n. На рисунке области 1—3 соответ-
ствуют а = 0 , 2 ; 0,4; 0,6. Размеры областей 
сложного динамического поведения сущест-
венно зависят от величины а. С увеличением 
Y (при фиксированном а) ширина интервала 
Д© растет, а с уменьшением а (при фиксиро-
ванном Y) — уменьшается. 

Влияние поглощения на размеры и 
положение области сложного дина-
мического поведения решения урав-

нения (1) 



3. Представим (1) в виде, необходимом для применения метода, изложенного 
в [5]: 

х]=х2, ^—xi+yxf+iigixu х% t), (2) 
х д е [ i g = — a x 2 + c o s at. Согласно [5], необходимым условием появления гомоклини-
ческой структуры, предшествующей хаосу, является наличие простых нулей 
у функции 

j (ax2S (О — cos (со -j- %))) x2S(0 

З д е с ь х ц = ± Ш ( * / У 2 ) / У у , x2.= ±(2ych2(t/p))-1 — решение (2) при ц = 0 на сепа-
ратрисе 

2ух£= (1—Y*is)2- (3) 

•Функция D(r) имеет простые нули, если Y>Y i = (2a sh(jio)/V2) ( З л о ) - 1 ) 2 . На рисунке 
пунктирными кривыми показана зависимость Yi (<а, а ) (кривым 1—3 соответствуют 
*а = 0,2; 0,4; 0,6). При малых а и у метод [5] дает хорошее приближение для верх-
ней (по <со) границы области A<0i,i. 

4, Область стохастического поведения гамильтоновых систем находится около 
сепаратрисы нелинейного резонанса [8] . По аналогии можно предположить [7], что 
хаотическое решение (1) возникает при значениях а, <о и у, близких к тем, при ко-
торых происходит пересечение сепаратрисной кривой (3) с фазовой траекторией, 
'определяемой приближенным решением (1) . Последнее может быть найдено, напри-
мер, методом медленно меняющихся амплитуд. В этом случае оно имеет вид 

х ( / ) = (*о ехр («.>/)+к. с.)/2, (4) 

т д е |^oi2 задается уравнением 

! хо | 2 (< 1—<о 2 —3Y IJC012 /4)2 + a 2 c o 2 ) 1. ( 5 ) 

Решению (4) на фазовой плоскости (*, х) соответствует эллипс 

* i ' / M 4 - * « t y ( < » | * o | ) s = l . ( 6 ) 

Кривые (3) и (5) пересекаются, если получаемое в результате подстановки (3) в (5) 
-биквадратное уравнение имеет действительные корни. Последнее выполняется, когда 

Y > Y 2 = ( 1 — < о 2 / 2 ) [ ( 2 — 5 с о 2 ) 2 / 6 4 + а 2 © 2 ] . 

Н а рисунке штрих-пунктирными кривыми показана зависимость а ) (кривым 
1—3 соответствуют а = 0 , 2 ; 0,4; 0,6). 

Сравнение пунктирных и штрих-пунктирных кривых показывает, что при малых 
о и и оба метода дают практически одинаковые результаты. При ситуация 
меняется, и Y2((°>, °)> определяемая на основе полуинтуитивного критерия [7], дает 
д а ж е более хорошее приближение для верхней границы области Acoi.i, чем [5]. 

Полученные аналитические оценки значительно ускоряют процедуру численного 
поиска областей хаоса в полном пространстве параметров уравнения ( I ) . 

Авторы благодарны С. А. Ахманову за цолезные обсуждения. 
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