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ГРАВИТАЦИОННЫЕ СИНГУЛЯРНОСТИ ТИПА КАУСТИК 

Г. А. Сарданашвили, Э. Г. Тимошенко 

(кафедра теоретической физики) 

Описывается новый тип гравитационных сингулярностей, представляющих собой 
жаустики пространственно-временных слоений. 

Описание гравитационных сингулярностей как особенностей пространственно-вре-
менных слоений [I—3,] позволяет в отличие от других методов установить структуру 
этих сингулярностей. В данной работе рассматриваются каустики пространственно-вре-
менных слоений. 

Имеет место диаграмма 

GL(4, R)-^SO(A) 
4 I 

SO(3, l ) - v S O ( 3 ) 
редукции структурной группы касательного расслоения Т(Х4) над гладким ориенти-
руемым паракомпактным многообразием X4, допускающим гравитационное поле g как 
глобальное сечение расслоения псевдоевклидовых билинейных форм в касательных 
пространствах к X4. В силу этой диаграммы всякое гравитационное поле на многооб-
разии X4 определяет некоторое гладкое ориентируемое пространственно-временное 
распределение F 3-мерных пространственноподобных (относительно g) гиперплоско-
стей касательных пространств к X4, задаваемое уравнением h°(F)= 0, где h°=hii°dxv1— 
тетрадная форма поля g. Обратно, всякое 3-мерное гладкое ориентируемое распреде-
ление на X4 является пространственно-временным относительно некоторого гравитаци-
онного поля [2, 3]. 

Распределение F называется интегрируемым (слоением), если его производящая 
форма h° удовлетворяет уравнению h°/\dh°=0. В этом случае многообразие X4 рас-
слаивается на 3-мерные пространственноподобные гиперповерхности такие, что слои 
распределения F являются касательными пространствами к этим гиперповерхностям. 
Пространствэнно-временное слоение считается причинным, если h°=Ndf, где N я f — 
вещественные функции на X4 такие, что Иф® и df^O всюду на X4. 

Соответствие между гравитационными полями и пространственно-временными рас-
пределениями на многообразии X4 позволяет описывать гравитационные сингулярности 
как особенности таких распределений. Поскольку всякое регулярное гравитационное 
лоле локально допускает причинное слоение, особенности распределений можно опи-
сывать как особенности причинных слоений в терминах производящих функций f . 
Выделяются два типа таких особенностей. 

1/. Производящая функция f однозначна, но обладает критической точкой, где 
df=0. Она порождает хефлигеровскую структуру (сингулярное слоение) поверхностей 
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уровня f на X4, которые меняют свою топологию при прохождении через критическую-
точку функции f. 

2. Функция f многозначна. В области, где она однозначна, функция f порождаег 
слоение, которое, однако, разрушается в точках ветвления / , где его слои начинают 
друг с другом пересекаться. Чтобы это описать, можно поднять слоение F в тоталь-
ное пространство кокасательного расслоения \\Т*(Х4), там его продолжить и потом 
спроектировать обратно на базу X4. Особенностям F будут отвечать особенности этой 
проекции, которые представляют собой точки каустики. 

В теории гравитации (по аналогии с геометрической оптикой) каустикой обычно-
называют геометрическое место фокальных или сопряженных точек [4, 5]. Мы сле-
дуем более общему определению каустик как особенностей лагранжевых отображений' 
[6]. Всякая такая каустика локально (в терминах ростков) может быть приведена к. 
следующей канонической конструкции. 

Рассмотрим пространство R2N с координатами Рц), 1-форму a=Pv.dxVi на. 
R2N и n-мерное подмногообразие N<NR2N такое, что da |w = 0. Оно называется лагран-
жевым подмногообразием и может быть задано посредством производящей функции 
S(x\ Pj) от ti переменных {х\ Pj, t e / , / е / } , где (/, / )—некоторое разбиение мно-
жества ( 1 , . . . , я ) , и определяется соотношениями 

х* =—dS/dPj, Рг=дЗ/дх\ 

Пусть я : {л:1*, РцЬЧ*1*} — проекция R2N на RN. Будучи суженной на лагранжево мно-
гообразие: 

я* : (х\ Pj)-*-(x\ xi = —dS/dPj), 

она называется лагранжевым отображением, а множество ее особых точек (где мат-
рица dzS/dPidPj вырождена) — каустикой. 

Пусть f — производящая функция слоения F на X. Определим вложение 

у \{х»)-+{х», Р»=дЦдх») 

многообразия X в тотальное пространство t l7 , *(J ) . Его образ является лагранжевым 
подмногообразием tl7 ,*(X), наделенным индуцированным слоением F/=JI*KX)F, где-
лТ(Х) : — лагранжево отображение. Обратно, пусть iVcrtl Г* (X)—лагранже-
во подмногообразие с производящей функцией S ( x P j ) . Обозначим Fr слоение по-
верхностей уровня функции 

на N. Образ яN(F / :) слоения F' при лагранжевом отображении ялг образует некото-
рую структуру на X, которая является слоением с производящей функцией f(x^) = 
=f'(xi, Р](х\ х})) на области, где не имеет особенностей. Это слоение разру-
шается в точках каустики отображения л», где функции Р,(х\ х') и fix*) становятся 
многозначными. Известна классификация устойчивых каустик Аг-5, -04,5 на 4-мерном 
многообразии. 

Гравитационные сингулярности типа каустик имеют следующую отличительную' 
особенность. Существуют области, где пересекаются не ближайшие, а, наоборот, от-
даленные по значениям f слои слоения. Поэтому пространственно-временное слоение, 
а следовательно, и гравитационное поле в такой области могут быть локально про-
должены за точки каустики. Приведем следующий пример. 

Пусть f(u, v)—по определению функция на R2, удовлетворяющая уравнению 
/3—3uf—2v = 0. Эта функция однозначна: 

в точках и 2 <« 3 . Пусть F — слоение }+(и, u ) = c = c o n s t на UAR2. Его слои Fc пред-
ставляют собой: прямые линии 2v — c3—3си. Это слоение образует каустику в точках 
у 2 = и 3 ветвления функции f, так что u=v = 0 — точка каустики типа Л3, а v2=u3=£0 — 
точки каустики типа Л2. Слои Fc, с > е > 0 могут быть продолжены за линию каустики 
и = г/3/2 к а к слои слоения fo(w, v) =const в области 0<и<м 3 / 2 . Но они начинают пере-
секаться между собой, когда и < 0 , хотя ближайшие друг к другу слои пересекаются 
только вблизи линии каустики v = —ы3/2. В то же время слои F c > о начннают пересе-
каться слоями Fc<о уже на линии каустики v = u3/2... 

f'{x\ Pj) = S — P j d S / d P j 

f+ = [V _ l_ . ( t ,2_ u 8) l /2] l /3 + [t, — ( t , a _ M 3 ) l / 2 ] l / 3 

в области U= (и, v :v2>u3) и трехзначна: 
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Пример сингулярности с каустикой указанного выше типа дает гравитационная 
р—р волна (h°=Nd{f++x2)) 

ds2 = 2dx2du + [—fl,v—(^,a-l)2]du2—dv2--(dx3)2. 
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К ИСТОРИИ КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ ИЗЛУЧЕНИЯ В РОССИИ 

Т. В. Алексахина, Б. И. Спасский 

(кафедра общей физики для физического факультета) 

Раскрывается вклад русских физиков в развитие квантовой теории излучения до 
создания квантовой механики. Рассматриваются первое экспериментальное подтвер-
ждение фотонной теории и теоретические работы, исследовавшие связь гипотезы кван-
тов света и формулы Планка. 

До настоящего времени в работах по истории физики мало уделялось внимания 
исследованиям русских физиков в области квантовой теории излучения. Тем не менее 
в России квантовая теория излучения почти сразу нашла своих сторонников, несмот-
ря на то, что подавляющее большинство физиков относилось к ней весьма скепти-
чески. Даже сам Эйнштейн свою теорию считал только эвристической [1]. 

В России уже в il907 г. появилась работа А. Ф. Иоффе «Заметка о фотоэлектри-
ческом эффекте (по поводу статьи Э. Ладенбурга)» {2]. Эта статья Иоффе была пер-
вой в русской печати оригинальной работой по квантовой теории. В ней содержался 
критический разбор результатов экспериментов Ладенбурга на основе использования 
понятия квантов света. 

Немецкий физик Ладенбург в 1907 г. экспериментально исследовал внешний фо-
тоэффект [3]. Он показал, что число освобождающихся фотоэлектронов не зависит 
от температуры, кроме того, он измерял энергию фотоэлектронов в момент их выле-
та из металла в зависимости от частоты падающего света. Результаты своих экспе-
риментов Ладенбург интерпретировал с помощью классических представлений, совер-
шенно игнорируя работу Эйнштейна. 

Иоффе в своей работе, опираясь на теорию квантов света, показал, что экспери-
ментальные данные Ладенбурга подтверждают формулу Эйнштейна для фотоэффек-
та, hv=eP+A, где v — частота падающего света, Р — задерживающий потенциал, 
А — работа выхода, с большей точностью, чем классическую резонансную модель фо-
тоэффекта, предложенную самим Ладенбургом. Известно [4], что о своих результа-
тах по фотоэффекту Ладенбург докладывал в 1907 г. на съезде немецких естествоис-
пытателей и врачей и в развернувшейся дискуссии по докладу Ладенбурга кванты 
света даже не упоминались. 

Иоффе же не только подчеркнул обстоятельность и точность исследований Ла-
денбурга (точность составляла 2%) по сравнению с предыдущими экспериментами по 
•фотоэффекту, но и дал им квантовую трактовку. Нанося данные наблюдений Ладен-
бурга на график зависимости v(P), Иоффе получил прямые линии, что подтверждало 
формулу Эйнштейна. 

Таким образом, Иоффе показал, что данные Ладенбурга могут быть экспери-
ментальным подтверждением квантовой теории света, полученным еще до известных 
работ Хьюза |[5], Ричардсона и Комптона [6] (191,2 г.), Милликена [7:] (1916 г.). 

Следует также отметить работы Иоффе. [8] и [9J. До этого времени оставался 
невыясненным вопрос о связи гипотезы Эйнштейна о квантах света и закона излуче-
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