
в пространстве, являющемся конформным риндлеровокому пространству. 
Заметим, что не имеет ньютоновского вида при достаточном уда-
лении частицы от горизонта событий. 
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МЕЛКАЯ ФЛОТИРУЮЩАЯ ВОДА И УРАВНЕНИЕ 
КОРТЕВЕГА—ДЕ ФРИЗА 

С. А. Габов 

(кафедра математики) 

Изучаются слабо нелинейные волны на поверхности мелкой флотирующей жид-
кости. На основе метода лагранжевых приближений показано, что эти волны могут 
быть описаны уравнением Кортевега—де Фриза. 

1°. Введение. В настоящей работе продолжаются исследования, 
связанные с изучением динам,ими флотирующей жидкости и начатые в 
работах [1]. Поясним термин «флотирующая жидкость». Рассмотрим 
идеальную несжимаемую жидкость, ограниченную свободной поверх-
ностью и имеющую конечную или бесконечную глубину. Предположим,, 
что на свободной поверхности жидкости плавают весомые частицы не-
которого вещества, которые в процессе колебаний жидкости друг с дру-
гом не взаимодействуют или их взаимодействие пренебрежимо мало. 
Такая ситуация с физической точки зрения возникает, например, когда 
мы имеем дело с очисткой или обогащением минерального сырья с по-
мощью известной технической процедуры, называемой флотацией, или 
при наличии на свободной поверхности плавающей ледовой крошки. 
С динамической же точки зрения наличие плавающих невзаимодейст-
вующих частиц на свободной поверхности можно интерпретировать, рас-
сматривая эту поверхность как весомую поверхность с поверхностной 
плотностью распределения массы а, причем а > 0 и как функция точек 
свободной поверхности может обращаться тождественно в нуль в неко-
торых частях этой поверхности. 

Жидкость с весомой свободной поверхностью и называется флоти-
рующей жидкостью. 

Основной целью настоящей работы является рассмотрение вопросов 
математического моделирования длинных слабо нелинейных волн, рас-
пространяющихся по поверхности «мелкой» флотирующей жидкости. 
Ниже мы дадим вывод приближенных нелинейных уравнений, описы-
вающих процессы распространения этих волн. 

2°. Точные уравнения. Рассмотрим идеальную несжимаемую флоти-
рующую жидкость глубины ho, совершающую потенциальные движения, 
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поле скоростей которых равно v=V<D, где Ф — потенциал скоростей, 
являющийся гармонической функцией во внутренних точках области, 
занимаемой жидкостью. Ограничимся рассмотрением плоских движе-
ний, которое отнесем к системе координат (х, z), причем ось Oz напра-
вим вертикально вверх. Выведем динамическое граничное условие на 
свободной поверхности жидкости, которую обозначим через S. Кинема-
тическое условие для флотирующей жидкости остается тем же, что и 
для жидкости с обычной свободной поверхностью [2]. 

Рассмотрим элемент единичной площади весомой свободной поверх-
ности и запишем для него второй закон Ньютона: 

oa=n(p—pQ)+og, (1) 

где а — ускорение, р — давление в жидкости на свободной поверхнос-
ти, ро — внешнее атмосферное давление, которое будем считать постоян-
ным, а — поверхностная плотность флотирующего вещества, п — внеш-
няя нормаль к 5 и g = (0, — g ) — ускорение силы тяжести. Умно-
жив (1) скалярно на п, получим 

ста • n = р—р0+tig • п. (2) 

-Используя известные равенства теории потенциальных движений жид-
кости [2, 3]: 

a = v/ + (vv)v = v(®< 

а также интеграл Бернулли 

\V®\* + gz\s=-P\s + C(t), 

из соотношения (2) получим динамическое граничное условие на сво-
бодной поверхности флотирующей жидкости: 

1 2 ; 2 1 / 1 + (3) 

Здесь z = \\(x, t) — уравнение свободной поверхности 5. Заметим, что 
при записи интеграла Бернулли и в дальнейшем плотность жидкости 
считается равной единице, а константа C(t) выбрана равной C(t) = 
= po+og. Кроме того, будем считать, что о = c o n s t . 

Теперь мы можем записать полную совокупность уравнений и гра-
ничных условий, описывающих плоские движения флотирующей жид-
кости над горизонтальным дном 2—0. Всюду в слое жидкости 
0 < Z < t i (A;, i), —схэ.<д;< + оо, потенциал скоростей удовлетворяет уравне-
нию Лапласа: 

А Ф = 0 . (4) 

На горизонтальном дне 2 = 0 выполнено условие непротекания: 
ф 2 (х , 0; f ) . = 0. (5) 

На свободной поверхности 5 : z=-x\ (х, t) выполняются два условия: ди-
намическое (3) и -кинематическое [2, 3]: 

Л* + 1 1 * Ф * — Ф * I г = „ ( * , 0 = 0 - ( 6 > 
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3°. Безразмерные переменные. Введем следующие безразмерные па-
раметры: a=a/ho, Р—А2о//2. Здесь а — характерная амплитуда ,вюлн ;на 
•свободной поверхности, I — их характерная длина, a h0 — средняя глу-
бина жидкости. Перейдем теперь к безразмерным переменным: 

х/1, z/h0, t y g f T j l , (r\—h0)/a, OVgh^l(gal) 

и сохраним для них прежние обозначения х, z, t, т] и Ф. 
Уравнения и граничные условия (3)—(6) в терминах новых пере-

менных переписываются следующим образом: 

рф**+ф г 2 =0 , 0 < z < l + a r 1 , — o o < x < + oo, (7) 

Ф 2 | * = о = 0, (8 ) 

т], + аД)хч\х ^-Фг = 0 при г — 1 + аг), (9) 
Р 

ц ( ь г - а $ ц х 1 х + — ) (1 +а2рг)2)-1/2 M _ + L + T ) = 0 при Z = 1 + O S T | . ( 1 0 ) 

Здесь [i—o/ho, а через Lx и Lz обозначены частные производные вели-
чины 

L = Ф, + — аф1 + -L 4- Ф1 
2 2 Р 

Отметим, что безразмерные переменные и параметры а и (3 выбраны 
-такими же, как и в классической теории (2]. 

4°. Лагранжевы приближения. Для построения приближенных урав-
нений, отвечающих уравнениям (7)—(10), воспользуемся методом лаг-
ранжевых приближений. Обоснование справедливости этого метода для 
некоторых достаточно общих ситуаций содержится в [3]. 

Согласно основной идее этого метода, решение уравнения Лапла-. 
•са (7), удовлетворяющее (8), может быть представлено в виде 

,2 т з2 т 

ф ^ * - 1 » ' " r - h i j ^ f ^ t ) , ( П ) . 
т=0 

где f(x, t) — некоторая бесконечно дифференцируемая по х функция. 
Подставляя (11) в граничные условия (9) —(10) и полагая z = l + a r ] , 

получим 

* l < + - j - K l + a n ) / J —Р [ 4 " 0 + Щ?/ь + 7 ( 1 + a*l)24J3X] + 
дх 6 2 

+ 0 ( Р 2 ) = 0 , ( 12 ) 

/* + Ч + -§-Й + - у ( 1 + ссг])2 [af2
xx-fxxt-afj3x] - f t i [ ацх\fxi + afxfxx) + 

+ (1 + a x\)(fxxt + ccfj3x— afxx) ^ + 0 ф 2 ) = 0. (13) 

6n 
Здесь fnx= -—f{x, t) и символ 0 (p 2 ) обозначает члены, содержащие 8 

дхп 

во второй и более высоких степенях. 
5°. Уравнения мелкой воды и уравнения Буссинеска. Предположим, 

что выполнено условие «мелкой воды»: p = /i2
0//2 '<1, т. е. глубина жид-
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кости много м е р ь т е длины распространяющихся по поверхности жид-
кости волн. Пренебрегая в (12) — (13) членами первого и более высоких 
порядков по р, получим 

4/ + [(l + o s n ) f J , = 0 , 
1 о ( 1 4 > -

Из (11) следует, что в рассматриваемом приближении Q = f(x, t) и тем 
самым fx=Ox—u(х, t), где и — безразмерная горизонтальная компо-
нента вектора скорости частиц жидкости. Дифференцируя второе урав-
нение в (.14) по х, получим следующую систему уравнений: 

т1*+((1 + ат1)иЪ=0, (15) 

Ut + <XUUx + Г)* = 0 , 

которая носит название уравнений мелкой воды [3, 4]. Здесь она записа-
на в безразмерном виде. 

В записи системы (15) отсутствует параметр и тем самым в рас-
сматриваемом приближении флотационные эффекты не проявляют себя. 

Вернемся вновь к уравнениям (12) — (13) и предположим так же, 
как и в теории жидкости с обычной, невесомой свободной поверхностью 
[2], что параметры а и (3 являются малыми одного порядка малости, т. е„ 
a=0( i |3) и §<Cl- Если сохранить в (12) — (13) члены первого порядка 
по р и опустить члены более высоких порядков, то уравнения (12) — (13), 
можно переписать в ввде 

Tid- f (1 + а л ) и]х— 0 / 6 ) иххх=О, 
(16) 

щ+ииих+Цхг—р (|Д,+ l/2)uxxt = 0. 

Здесь мы уже выполнили преобразование u=fx(x, t). Рассмотренное 
приближение носш название приближения Буссинеска [2] и поэтому 
систему (16) естественно назвать системой уравнений Буссинеска для 
флотирующей жидкости. Эта система описывает слабо нелинейные вол-
ны малой амплитуды на мелкой воде. 

6°. Уравнение КдФ. Получим теперь из системы уравнений Бусси-
неска (16) уравнение, описывающее волны, распространяющиеся только 
вправо. Так как система (16) получена с точностью до членов порядка 
О (а2,-ЬР2), то ее решения, описывающие волны, распространяющиеся 
вправо, естественно искать с тем же порядком точности. Будем искать 
их в виде 

м = Л 0 ( л ) + а Л 1 ( л ) + | р В 1 ( т 1 ) , + О ( а 2 - Ь § 2 ) , (17а) 

; ri< + r i^= 1aC 1 . ( r i )+ipC 2(r l) ,+0(a 2+p 2) , , (176) 

где Л/ (л) , Бг(т]) и C/(ri) — некоторые функции, зависящие от функции 
Л и ее производных. 

Подставив (17а) в систему Буссинеска (16), получим 

t\t + (Л0)х+а[(-пЛ0)х+ (Л 1 )х]+#[(В1)^-(1/6) (До)ххх]-\-О(a2+|32) = 0* 
(18) 

"i (ЛоЬ+^+с^ь+ЛоИои+ШЯО*— (v+V2)(Ao)xxt]+ 
+ 0 ( a 2 + p 2 ) = 0 . 
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•Уравнения (18) представляют собой два уравнения для одной функции 
TJ. Выясним, когда они совместны. 

Рассматривая члены нулевого порядка по сс и Р в (18), убеждаем-
ся, что Л0(г)) =т] и уравнениям можно придать вид 

тц + л * +ia(i (Ai)x + 2т) л х}+ Р[ (В,) (-1/6) J = О, 
(19) 

'Здесь мы уже отбросили члены порядка 0(а 2+(3 2) . Далее, поскольку, 
как следует из (17а), г|* = — i v + 0 ( a + p ) , то производные по t в членах 

-первого порядка но а и § можно заменить производными по х с проти-
воположным знаком. Учитывая это, легко видеть, что (19) совместны, 
если (л) =—112/4, В{ (ri) = ! ( l /2 ) (|i + 2/3)ri^, при этом каждое из урав-
нений (19) принимает вид 

% + + + + = 0 (20) 

и тем самым Сх (л) =—{Ъ]2)цц х , С2(ц) = — (1/2) l/3)i\Xxx. 
Таким образом, решения системы уравнений Буссинеска, которые 

•описывают бегущие вправо волны, удовлетворяют уравнению (20) и 
соотношению (17а), которое при найденных А0, Ах и В\ принимает вид 

-М = г 1 - ( 1 / 4 ) а т 1 2 + ( 1 / 2 ) р ( ц + 2/3)г1хх. 
Уравнение (20) носит название уравнения Кортевега — де Фриза 

^сокращенно КдФ). Запишем его в размерных переменных: 

"Здесь л—hp — возвышение волн над невозмущенным уровнем 
z = h0, c0 = 'VghQ — скорость распространения линейных длинных волн 
£2,4]. 

Таким образом, подводя итог изложенному выше, можно утверж-
дать, что слабо нелинейные длинные волны малой амплитуды :на поверх-
ности «мелкой флотирующей воды» могут быть приближенно описаны 
-либо системой уравнений Буссинеска (16), либо уравнением КдФ. По-
гследнее обстоятельство оказывается чрезвычайно благоприятным, по-
скольку в настоящее время уравнение КдФ является одним из наиболее 
изученных эволюционных нелинейных уравнений. Исследованию свойств 
ти решений этого уравнения посвящена обширная литература (ем, по это-
•му поводу, напр., [6]). 
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