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О КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ В ОКРЕСТНОСТИ ЧЕРНОЙ ДЫРЫ 

А. Б. Гаина, И. М. Тернов 

(кафедра теоретической физики) 

Рассматриваются вопросы построения квантовой механики в поле черной дыры 
Керра— Ньюмена. 

Гравитационное и электромагнитное поля Эйнштейна—Максвелла 
представляют собою самосогласованное решение системы уравнений 
Эйнштейна—Максвелла: 

Rnv— (1/2} g ^ = 8 я ( 7 V v + Г < Г ) , ( 1 ) 

где — тензор энергии-импульса (ТЭИ) вещества неэлектромагвит-
ной природы, ТЙг)— ТЭИ электромагнитного поля, имеющий вид 

= ( - F / + ± g^FPaFpa). ( 2 ) 

Компоненты электромагнитного поля удовлетворяют общековариантным 
уравнениям Максвелла 

^ v = _ 4 j i f / , ( 3 ) 

«;» — обозначает ковариантное дифференцирование по повторяющемуся 
(индексу, в то время как «,» — обычную частную производную. С целью 
сокращения записи формул здесь и далее применяется система единиц, 
в которой c = h=G= 1. 

Примером такого решения является геометрия Керра—Ньюмена 
[1, 2] и соответствующее ей электромагнитное поле, описывающее состоя-
ние стационарной, вращающейся и заряженной черной дыры (ЧД) . 
В координатах Бойера—Линдквиста (t, г, 0, ф), обобщающих обыч-
ные сферические координаты, метрика Керра—Ньюмена имеет вид 

ds2= [dt—a sin2 9^ф]2— [(г2 + а2) dq>—adt] ^ dr2— 2dQ\ (4) 

где 

A = r2—2Mr+a2+Q2, 2 = г 2 + а 2 cos2 6, (5) 

М, Q — масса и заряд ЧД, параметр а связан с угловым моментом 
ЧД: a=J/M. Электромагнитное поле удобно описывать с помощью 
векторного потенциала: 

= Qr/2, 0, 0, Qra sin2 6/2). (6) 

Геометрия Керра—Ньюмена является асимптотически-плоской, об-
ладает аксиальной симметрией и несингулярным горизонтом событий 
при Г + = М + УМ 2 —а 2 —Q 2 , когда gv r =oo. Отметим также, что всюду 
вне источника скаляр кривизны R равен нулю, так как в правой части 
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уравнений Эйнштейна (1) имеется лишь бесследовый ТЭИ электро-
магнитного поля: 

Я ^ = 8пТ$?}. (7) 

Рассмотрим далее массивное, заряженное скалярное поле, взаимо-
действующее с внешними гравитационным и электромагнитным полями 
Зйнштейна — Максвелла, удовлетворяющими системе уравнений 
(1)—(3). Будем рассматривать теорию с .конформно-инвариантным лаг-

ранжианом [3]: 

Я = - J [ ( 2 W ( . ^ Ф ) - (и2 + - j R) Ф*Ф], . (8) 

+ (9) 

где V„ — оператор ковариантного дифференцирования, р, е — масса 
л заряд частицы, А„ — векторный потенциал электромагнитного поля, 
удовлетворяющий условию калибровки: 

= 0. (10) 

Принцип наименьшего действия позволяет получить обобщенные урав-
нения Клейна — Гордона — Фока (КГФ) для компонент скалярного 
лоля: 

6Ф* 6 
Ф = 0. (11) 

Выражение в квадратных скобках будем называть в дальнейшем опе-
ратором КГФ. Очевидно, что аналогичное уравнение получается для 
комплексно сопряженной компоненты поля Ф*. Так как лагранжиан 
(8) не меняется при фазовых преобразованиях Ф->~Фе~3 и, соответст-
венно, ф*-*-ф*е1'р, то, применяя теорему Нетер, несложно получить ко-
ва риантн о сохраняющиеся четырехвекторные плотности электрического 
тока и тока вероятности: 

1е{Ф*{®»Ф) — Ф(2)»ФГ} = ер. (12) 

Из уравнения непрерывности 

J ^ - ^ i V ^ g n » , (13) V — g 

применяя теорему Гаусса, получаем интегральный закон сохранения 
электрического заряда (см., напр., [4]): 

J P V ~ g d 4 = e. ( 1 4 ) 
x-=const 

Аналогичные соотношения имеют место и для вектора /". 
Симметричный ТЭИ скалярного поля получается вариацией дейст-

вия по метрическому тензору: 
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Он связан с 'каноническим ТЭИ соотношением 

= (1/6) [Я,,, + V(iiVv)-guv • ] Ф*Ф • (16> 
Кроме явной симметрии он обладает еще следующими двумя важными 
свойствами: 

= Ф*Ф, (17) 

Tn\v = F l l vJv . (18> 

При отсутствии электромагнитного взаимодействия правая часть (18) 
обращается в ноль. Однако даже в этом случае обращение в ноль кова-
риантной производной ТЭИ второго ранга еще не означает сохранения 
во времени каких-либо интегральных физических величин. Для этого 
необходимо выполнение уравнения непрерывности типа (13) для опре-
деленных векторных плотностей. 

Из ТЭИ, определенного соотношением (15), можно сконструировать 
ковариантно сохраняющуюся векторную плотность (и, соответственно,, 
интегрально сохраняющуюся физическую величину) лишь при наличии 
Определенных симметрий пространства-времени и электромагнитного 
поля. Пусть, к примеру, метрика и электромагнитное поле обладают 
вектором Киллинга k?, так что выполняются соотношения 

k§iiv = 2^(jx;v) = + kv;n ~ 

+ = 0, (20) 

jgfe обозначает производную Ли вдоль векторного поля а круглые 
(квадратные) скобки — симметризацию (антисимметризацию). Рас-
смотрим далее векторную плотность: 

= (21) 
Тогда, используя соотношения (18) — (20), несложно показать, что 
имеет место ковариантное сохранение: 

z r \ = - p j = r ( У ~ ё = о, (22} 
V —g 

т. е. по аналогии с электрическим зарядом (14) можно построить ин-
тегрально сохраняющуюся величину. 

При наличии вектора Киллинга, отражающего трансляционную сим-
метрию пространства-времени и электромагнитного поля, сохраняющие-
ся величины могут быть установлены непосредственно из теоремы Не-
тер. Действительно, так как лагранжиан, описывающий частицу, инва-
риантен относительно преобразований координат: 

= # + еЛЛ где | e | < 1, ^ 3 } 

то величина 

= + Р я (24> 
2 

IX 

также удовлетворяет уравнению непрерывности [5]. В рассматриваемом 
случае массивного скалярного поля с лагранжианом (8) нетрудно по-
лучить 

= + ( 1 / 2 ) ^ ' . (25) 
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Можно показать, однако, что векторные плотности (21) и (25) отли-
чаются друг от друга на величину дивергенции от а н ти сим м е три чн о го-, 
тензора второго ранга: 

^ = (1/6)(&СцФ*Ф):л^. (26) 

Дивергенция этой разности оказывается равной нулю, поэтому век-
торные плотности и соответствуют одной и той же физической 
сохраняющейся величине. Заметим, что соотношение (26) получено 
без каких-либо ограничений на тензор Риччи и тензор электро-
магнитного поля. Для доказательства этого соотношения, устанавли-
вающего физическую эквивалентность величин и необходимо 
воспользоваться уравнением 

v; р — K R p x [ l , ( 2 7 ) ' 

которое следует из определения (19). 
Д л я формулировки квантовой механики скалярных частиц необ-

ходимо соответствующим образом ввести скалярное произведение и 
операторы физических величин, удовлетворяющие условию эрмито-
вости. Введем билинейную форму: 

g* (Ф2, Ф2) = (Ц2) {Ф1 ( ^ ф 2 ) _ ф 2 (28) 

обладающую свойствами 

£ » ( ф ь Ф 2 ) = [ ^ ( Ф 2 , фг)]*, (29)' 

Г ( Ф , Ф)=/* . (30) 

Основное требование к скалярному произведению — независимость от 
выбора гиперповерхности интегрирования. Введем его для векторов 
|Ф1> и |Ф2> согласно формуле 

<ф, |ф 2 ) = $ Ф2) (31) 

где — элемент гиперповерхности интегрирования. После перехода 
к интегрированию по гиперповерхности — const скалярный квадрат 
(норма) принимает вид 

(Ф |Ф) = | /° V—~gd3x, (32) 

г д е dzx=dl> о-

Картер [6] строго показал, что в пространствах Эйнштейна — 
Максвелла, обладающих симметриями, можно построить физические-
величины и соответствующие им кваятовомеханичесиие операторы, 
коммутирующие с оператором КГФ (11). Так, при наличии вектора: 
Киллинга k? оператор 

К = i k \ д = ig^yk(vsjv) (33) 

эрмитов в смысле определения (31) и коммутирует с оператором 
КГФ. Оператору (33) можно сопоставить векторную плотность: 

Я » - ^ (Ф, /?Ф) = ky {фл, {ЗГФУ — Ф* (®дФ,г)} + (34).-
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Однако нетрудно показать, что между величинами (34), (25) и (21) 
'существует связь. Например: 

(35) 

т. е. эти векторные плотности также отличаются на величину дивер-
генции от антисимметричного тензора второго ранга. Поэтому вели-
чина Ж* также удовлетворяет уравнению непрерывности и физически 
эквивалентна величинам и 

Рассмотрим далее 'более сложный вид симметрии пространства-
времени и электромагнитного поля, описываемый так называемым 
тензором Штеккеля. Это симметричный тензор второго ранга, удов-
летворяющий условиям 

a [ | l v ] =0; а(|ю;р)—0; аР<^Р*>=0. (36) 

Можно показать [6], что если тензор Штеккеля удовлетворяет допол-
нительному условию: 

a p [ u R v f = 0 , (37) 

тогда оператор 

(38) 

коммутирует с оператором КГФ и, таким образом, является кванто-
вым интегралом движения. В этом случае тензор (36) называют тен-
зором Штеккеля — Киллинга. Оператору (38) сопоставляется вектор-
ная плотность: 

ЛФ) = • ( 1 / 2 ) { Ф * ( ^ ^ Ф ) — АФ{£>»Ф)}. (39) 

Используем приведенный формализм для построения квантовой 
механики в поле черной дыры Керра — Ньюмена. Гравитационное и 
электромагнитное поля Керра — Ньюмена (4)—(6) стационарны и 
аксиально-симметричны. (Это выражается в независимости метриче-
ского тензора и векторного потенциала Лд от координат t и ф.) Сле-
довательно, имеются два независимых векторных поля Киллинга: 

k ( 4 f = 6 / . (40) 

Кроме того, как было показано Уолкером и Пенроузом {7], конфигу-
рация Керра — Ньюмена обладает также и тензором Штеккеля — 
Киллинга. Таким образом, скалярное уравнение КГФ обладает тремя 
операторами, коммутирующими с оператором КГФ и между собой. 
Векторам Киллинга отвечает энергия Е и проекция орбитального мо-
мента частицы т на ось вращения черной дыры, измеренные удален-
ным наблюдателем. Тензору Штеккеля — Киллинга сопоставляется 
квадрат обобщенного орбитального момента частицы К2. Волновая 
функция с разделенными переменными t, г, 0, ф будет соответствовать 
состоянию частицы с заданными Е, т , X2: 

ф EXm(t, Г, е, ф)=<*, г, 0, ф |Я, ЯГ (а), т) — е~шRexmir) Z?ф), (41) 

где / = 0 , 1, 2 , . . . ; т = 0 , 4=1, + 2 , + / . 
Отметим, что если Ч Д не вращается, то = + 1), т. е. 
константа разделения Я переходит в модуль орбитального момента 
частицы в центральном поле. При этом сфероидальные гармоники 
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Zim(Q, ф), входящие в (41), переходят в обычные сферические гар-
моники. 

Рассмотрим вопрос о пределах црименимоети одночастичной 
квантовой механики в полях Эйнштейна — -Максвелла. Скалярное 
произведение уравнения КГФ, определенное соотношением (31), не 
является, вообще говоря, положительно-определенным. Например, в 
геометрии Керра — Ньюмена и в состоянии, описываемом волновой 
функцией (41), норма (32) определяется интегралом 

(Ф|Ф> = <£, /, т\Е, I, т) = $ V^g{{E-eAt)g^-

— (m + eA9)gtv} Ф*ФсРх. (42) 

Очевидно, она положительно определена при условии 

E>eAt + (m.+ еЛф) ^ - = eAt-(m + еАф) - iSL, (43) 
g" gtt 

«однако может не быть таковой в обратном случае. На бесконечности 
>-оо) выражение из правой части (43) обращается в ноль, а на 

поверхности горизонта событий принимает значение 

Ea=<mQB+eVH, (44) 
где 

= (45) 
г 2 J - «2 + а 2 Г|_ + а2 

— угловая скорость вращения и электрическим потенциал на гори-
зонте событий черной дыры (соответственно). Выражения (44) — (45) 
определяют химический потенциал ЧД. При Е < Е 0 скалярное произ-
ведение не является положительно-определенным вне горизонта со-
бытий, т. е. имеет место аналог парадокса Клейна. При этом ра-
диальная компонента вектора Пойнтинга и плотность тока вблизи 
горизонта (/-->/+) соответствуют потоку частиц от черной дыры: 

&«) г =Щ Г <=— (Е—Ео) \В\2 . (46) 
В этом же случае происходит усиление волн, рассеивающихся на ЧД 
(«сверхизлучение», см. [5, 8, 9]). 

Если говорить о массивных частицах, то для них при E<\ic2 

имеются квазисвязанные (резонансные) состояния с квазидискретным 
спектром энергий. При E0<E<[ic2 из-за захвата частиц под горизонт 
Ч Д они являются затухающими. Если же Е<\хс2<Е0, то эти состояния 
становятся возбужденными [10—13]. Плотность вероятности и энер-
гии в таких состояниях растет экспоненциально во времени ( ~ е и ) . 
В рамках одночастичной квантовой механики существование воз-
бужденных состояний означает неустойчивость черных дыр к росту 
малых возмущений массивного скалярного поля. 

На уровне вторично-квантованной теории это же обстоятельство 
указывает на существование процессов спонтанного рождения пар 
гравитационным и электромагнитным полями. 
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О РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ ДЙРАКА ДЛЯ НЕЙТРИНО 
С ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМИ МОМЕНТАМИ ВО ВНЕШНЕМ ПОЛЕ 

Б. К. Керимов, Э. Н. Халилов, В. П. Цветков 

(кафедра теоретической физики) 

На основе метода волновых пакетов получено дифференциальное уравнение для> 
нахождения амплитуды состояний С l , r дираковских нейтрино с фиксированной спи-
ральностью и электромагнитными дипольными моментами dv) в произвольном. 
электромагнитном поле (Е, Н). Исследованы переходы 

1. В настоящее время в ряду актуальных проблем физики нейтри-
но находятся и вопросы, связанные с электромагнитными свойствами 
этой частицы. В частности, широко обсуждается возможность сущест-
вования у нейтрино магнитного и электрического дипольных моментов, 
что в свою очередь должно отразиться на спиральных свойствах час-
тицы во внешнем электромагнитном поле. 

Согласно электрослабым калибровочным теориям электромагнит-
ные моменты (ЭММ) нейтрино могут быть пропорциональны массам 
как самих нейтрино, так и тяжелых виртуальных лептонов [1—3]. Для 
нейтрино, например, с массой m v = 3 0 эВ теория допускает широкий 
интервал значений элементов матрицы ЭММ: от Ю -17 до 
Ю -10 (ХБ, где \XB = eh/2mec — магнетон Бора. Ограничения на ЭММ, 
полученные из анализа лабораторных экспериментов по упругому 
vee~- и v^--рассеянию [4—7] и космологических аргументов [8, 9], 
близки к верхней оценке 1011—10~10 [Д,Б. В последнее время обсуж-
даются также возможности получения электрического дипольного мо-
мента (ЭДМ) нейтрино порядка 10~п—Ю -10 р,Б в теории супер-
струн с группой симметрии Е6 [10] и магнитного дипольного момента 
(МДМ) нейтрино Hv—10-11—10~10 |лБ путем расширения стандартной 
SU(2) X U(l) модели за счет заряженного хиггсовского поля и право-
винтовых нейтрино [11]. 

Несмотря на малые значения моментов [xv и dv, они могут явить -
ся причиной изменения спиральности дираковского нейтрино vl^vr 
при движении в сильных электромагнитных полях сверхновых и ней-
тронных звезд [1, 12], а также Солнца [13]. В общем случае соотно-
шение количества левых vl И правых V* нейтрино в пучке может зави-
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