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П Р И Б Л И Ж Е Н Н О Е Р Е Ш Е Н И Е У Р А В Н Е Н И Я ПУАССОНА В М О Д Е Л И 

Д В У М Е Р Н О Й П О Л У П Р О В О Д Н И К О В О Й СТРУКТУРЫ 

Л. В. Калачев, И. А. Обухов 

(кафедра математики) 

Методом пограничных функций построено асимптотическое приближение по 
малому параметру к решению уравнения Пуассона для электростатического потен-
циала в прямоугольной области, моделирующей двумерную полупроводниковую 
структуру. 

1. Постановка задачи. Моделирование явлений переноса заряда в 
полупроводниковых структурах необходимо при решении различных 
теоретических и прикладных задач. Особенно актуальной является за-
дача численного моделирования процессов, протекающих в полупро-
водниковых приборах [1, 2]. 

При описании этих процессов обычно исходят из уравнений хоро-
шо известной дрейфово-диффузионной модели, которые в случае невы-
рожденного полупроводника имеют вид [1, 3] 

a2 A W = n~p—N, 

. P2Vin, — Wp + P2Vip. 

j n ^ f V ^ n , j p ^ W ^ p . 

я = exp{¥-Ф / г } , р = ехр{Фр-Ч}. (1) 

Система (1) записана в безразмерном виде. Приняты следующие 
обозначения: a=L 0 /L , где L0 — длина Дебая [2, 3], а L — характерный 
для задачи размер; 4я — электростатический потенциал, измеряемый в 
единицах KT/e (k — постоянная Больцмана, Т—абсолютная темпера-
тура, е — заряд электрона); п, р, N — концентрации электронов, ды-
рок и плотность заряда легирующей примеси в единицах собственной 
концентрации щ; ип — ир — члены, описывающие процессы генерации— 
рекомбинации носителей заряда; р2 = а2т/то, где т0 — время диффузии 
на длину Дебая, а т — характерное для задачи время; j, jn, jp — плот-
ности токов в единицах /* = —etiiDJLo, £)0 — величина размерности ко-
эффициента диффузии; \in и ]хр — подвижности носителей заряда; 
Фп>р — квазиуровни Ферми, измеряемые в тех же единицах, что и ЧЛ 

Решение существенно нелинейной самосогласованной системы (1) 
может быть получено методом последовательных приближений. При 
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этом на кагкдом шаге сначала решается уравнение для потенциала 4я, 
-а затем в поле, заданном этим потенциалом, решаются уравнения для 
л и р. Численное 'моделирование работы полупроводниковых приборов 
осложняется тем, что уравнение для 4я является сингулярно возму-
щенным [4, 5], так как в него входит малый параметр 8 = а (Ут) _ 1 <с1 
(здесь m = max\N\). Для современных полупроводниковых приборов 

е = Ю -1 ч-Ю -4 . В данной статье стро-
ится асимптотика решения уравне-
ния Пуассона для потенциала Ч*1 по 
параметру е, что позволяет проводить 
эффективный качественный и коли-
чественный анализ решения. Ана-
логичные исследования проводились 
в одномерном случае, например в 
работах [6, 7], в двумерной по-
становке частный случай нулевых 

ж приложенных напряжений изучен 
в [8]. 

Задачу будем рассматривать в модельной области Q (рисунок), 
имеющей один отрезок границы типа Г ь соответствующей омическому 
контакту. Для реальных областей, содержащих два и более отрезков 
границы типа Г ь построение асимптотики проводится аналогично. 

Для потенциала гранитные условия имеют вид 

г 5 

F I- п 

'о, 

Гп 

'И 

dW 
dv 

= 0, Y | r i = V + -

In / HL+ i + J ! L 
4 2 

N2 

4 
1 — 

N 

где V — приложенное к границе Ti напряжение, dfdv — производная 
по направлению внешней нормали к границе. 

Решение для 4я будем искать в виде 

где 

и введены обозначения: 

Ф = Ф Р + Ф „ , у = п р — 1 = ехр {Фр—Фп}— 1 

Потенциал является ; решением уравнения квазиэлектроней-
тральности 

п—р—N = 0. 

Функция F̂o точно удовлетворяет граничному условию на границе Ti 
(так как на Г1: ФП = Ф Р = V, у = 0) и вносит невязку порядка 0 ( 1 ) в 
граничные условия на Г0 (так как на Y0 \ d&ldv = dyldv = $, но dNJdv-ф 
=й=0). Последнее утверждение на практике нарушается лишь для при-
боров с полевыми затворами, которые мы здесь не рассматриваем. 
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Сингулярно возмущенная краевая задача для потенциала ф имеет 
вид 

е2Аф=Л(л:, + z) (ch<p—1)—g(x, z, s) , 

ф|г, = 0, 
dv • = x ' l r Z = •• (2) 

i * 0 л 

Здесь введены обозначения: A(x, z) = 2 ~\/N2/4 -f 1 + y/tn ~ О (1), B(x, z) = 
= i V / m ~ 0 ( l ) , g(x, z, e)==82A¥0. Заметим, что Л > В при всех х и z. 
Учтем также, что функция Д^о в некоторых подобластях (вблизи 
рп-переходов) может иметь порядок 0(е~ 2 ) . Будем считать, что g(x, z, 
&) ~0( 1) внутри Q и g(x, z, е) — 0 ( e ) как вблизи, так и на самой гра-
нице области й. Все функции, входящие в (2), считаем достаточно 
гладкими. 

Для обеспечения нужной степени гладкости членов асимптотики 
наложим следующие условия согласования: 

дЧу 
dxk 

д П 2 

дхЬ 
= 0. 

afe VI. 
дг1 дхк 

= (3) 

x=xt 

k = 0, 1 , 2 , . . . , 1 = 0, 1 , 2 , . . . , 

а также естественные условия согласования граничных данных в уг-
ловых точках области £2. 

2. Алгоритм построения асимптотики. Асимптотическое разложе-
ние решения задачи (2) будем строить в виде 

Ф(х, z, e) = i ( x , г, е) + П(л:, т], e) + Qx(x, П, e) + Q6(g, г, е) + 

+ УГ, е) + Сз(Г, г, e) + Q3(*. tj, eJ + P^S , "Л» e) + Pa(g, i f , е) + 

+ Ps(l\ е) + Р 4 ( Г , V, в), (4) 

где rj = z/s; r j *= (b—z)/e; | = x / e ; £ * = ( a — x ) / e — погранслойные пере-
менные; ф — регулярная часть асимптотики; П, Qi ( i = l , 2 , . . . , 5) — 
обыкновенные, а Р, ( /=1, 2, 3, 4)—угловые погранфункции {9, 10]. 
Каждое слагаемое в (4) представляет собой ряд по степеням е, на-
пример 

Ф(х, г, e) = JVq>,(*, z). 
i = 0 

Погранфункции стремятся к нулю при стремлении соответствующих 
погранслойных переменных к бесконечности. 

Обозначим правую часть уравнения из (2) (без g(x, z, е)) через 
/(кр, х,г): 

f(ф, X, z) =А(х, z) (chф—1) 

и представим f в виде, аналогичном (4): 
5 4 
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где 

f{X, Z, s) = / (ф(* , Z, 8), X, z), 

П / ( * , У, е) = /(ф(х, 8Г), е ) + П ( % , Т], 8), х, ег))—/(*, erj, е), 

П, е) = / (ф(* , ег], e) - fQ x (x , г\, е), х, щ)—7(х, ец, е), 

Q5/(g, Z, в ) « / ( ф ( й Ь z, 8) + 0»<& е), eg, z ) - f > g , z, е), 

Л Д Ь Л, £) = /(Ф(в6, et), e) + Q 1(e|, rj, e) + Q6(|, eq, e) + 

+ (£. Л» e), eg, er))—^/(egi r|, e)—Q5/(g, erj, e)—/""(eg, erj, e). 

Д л я других Q, Р-функций— аналогичные выражения. 
Подставляя ряды (4), (5) в (2) и приравнивая однотипные сла-

гаемые при одинаковых степенях е, получим уравнения и дополни-
тельные условия для членов асимптотики. В нулевом приближении па 
е для фо имеем уравнение 

А(х, z ) s h < p 0 + £ ( x , z) (сЬфо— l ) = g ( x , 2, 0). (6> 

Так как А >В всюду в iQ, то уравнение (6) имеет единственное ре-
шение: 

Ф = 1 П f £ + г, + + 2 , ру)2 + А*-В 
I А + В 

Поскольку мы предположили, что g(x, z, 0) на Г равна нулю, то 
и фо |г = 0 и, следовательно, все П, Q и Р-функции в нулевом прибли-
жении тождественно равны нулю. 

Аналогичным образом в первом приближении по г получим 

- . Ь + z, 0 ) + V(B+g'e(x, z, + 
ф 1 = 1 п | — 1 . 

Введем обозначение: 

F(x, Iz) =А(х, 2)сЬф0(л:, z) + В(х, 2)зЬфо(л:, 2). 

Д л я II i(x, ri) имеем задачу: 

^ = 0)11,, XIг(х. 0 ) 1 Р о 1 < г Г 0 , (?) 

I M * , 0)1Г1 = — 0 ) , П ^ х , оо) = 0. 

Отсюда 

(—ф1(лг, 0), ^ e T j 
Па(*, T ) )=v 1 exp i— VF(x, 0) л}, где ^ ( x H j q ^ ^ pi у 

Д л я функции Hi справедлива экспоненциальная оценка: 

|П1 (х, л ) 1 < с 0 е х р ( — к ц ) , 0 < х < а , ц > 0 (8) 

(с0 и %—некоторые положительные постоянные). _ 
Отметим, что в силу (3) П1 является сколь угодно гладкой в й и 

не вносит невязок в условия на Го1 и IV-
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Для функций Qi,i (х, т]) и Q5,i (g, z) имеем задачи: 
д%.1 — F 

дг\г 

dt| К 

_ — f 

dQs.l 
dt 5=0 

Г,,Го 

1, Qi.i(*, .оо) = 0; 

О) 

(10) 

Отсюда 

Q i .J 

f ( 0 , z ) ) . 

^ - e x p ( ~ V F 7 Z " 0 " V n L 

Q 5 , 1== 

0) 

v 
— a дх (0, 2) 

e x p { — 1 / ^ ( 0 , 2 ) 6 } , 

где 

X x ( * ) - ( * , 0 ) , 
y2(x)=\ dz ГЗ, 

0, xezT^Tl 

Остальные Q-функции в первом приближении строятся аналогич-
но. В силу условий (3) Q-функции являются сколь угодно гладкими в 
Q и для них справедливы оценки, аналогичные (8). Нетрудно убе-
диться, что в первом порядке по е все Р-функции тождественно равны 
нулю. 

При выполнении условий (3) построение асимптотики может быть 
продолжено до любого порядка по е. При этом П, Q-функции опреде-
ляются из линейных обыкновенных дифференциальных уравнений, 
аналогичных (7), (9), (10), с неоднородностями, имеющими оценки 
типа (8). Очевидно, что П, Q-функции имеют такие же оценки. 

Угловые погранфункции не равны нулю начиная со второго по-
рядка по е. Они устраняют невязки в граничных условиях вблизи вер-
шин прямоугольника (Q, вносимые П, Q-функциями. Определяются Р-
функции стандартным образом '[9, 10] как решения линейных эллип-
тических уравнений с постоянными коэффициентами. Выпишем здесь 
оценку для Phi (I, ri) ( i > 2 ) : 

\Pi,i(l> Л) |;<c0exp{—x(i+r0}, ц>0. 
Для остальных Р-функций имеют место аналогичные оценки. 

Используя результаты работ [9, 11, 12], можно показать, что при 
достаточно малых е существует единственное решение задачи (2), при-
чем частичная сумма ряда (4) k-ro порядка является равномерным в 
Q приближением для этого решения с точностью 0 (e k + 1 ) . 

3. Заключение. В данной работе показано, каким образом может 
быть построено приближенное решение уравнения Пуассона для элек-
тростатического потенциала Т" в модели двумерной полупроводнико-
вой структуры. При построении асимптотики использовались методы 
теории сингулярных возмущений ([4, 9, 10]. 
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Полученное асимптотическое разложение находит применение при 
исследовании процессов переноса заряда в полупроводниках. В част-
ности, как показали численные расчеты на ЭВМ, использование 
асимптотики в качестве начального приближения ускоряет сходимость 
разностных алгоритмов решения системы (1) в 5-ь10 раз. Получен-
ные здесь выражения позволяют аналитически исследовать целый ряд 
задач физики полупроводниковых приборов. Асимптотики достаточно 
хорошо описывают решение задачи как в квазиэлектронейтральных 
областях, так и в областях пространственного заряда. 

В заключение авторы выражают благодарность В. Ф. Бутузову за 
внимание к работе и полезные обсуждения. 

С П И С О К Л И Т Е Р А Т У Р Ы 

{1] Э н г л ь В, Л., Д и р к с X, К., М а й н е р ц х а г е н Б . / /ТИИЭР. 1983. 71, 
№ 1. С. 14. [2 ] 3 и С. Физика полупроводниковых приборов. М. 1984. Т. 1, 2. 
[3] Б о н ч - Б р у е в и ч В . Л., К а л а ш н и к о в С. Г. Физика полупроводников. М., 
1977. [4] В а с и л ь е в а А. Б., Б у т у з о в В. Ф. Сингулярно возмущенные уравнения 
в критических случаях. М., 1978. )[б] В а с и л ь е в а А. Б., С т е л ь м а х В. Г . / / 
/ / Ж В М и МФ. 1977. 17, № 2. С. 339. :[6] M a r k o w i c h P. A., R i n g h o f e r С. А . / / 
/ / J . Appl. Math. 1984. 44, N 2. P. 231. /[7] Б е л я н и н М. П . / Ж В М и МФ. 1986. 26, 
№ 2. С. 306. [8] M a r k o w i c h P. A. The Stat ionary Semiconductor Device Equat ions . 
Spr inger-Ver lag Wien. N. Y., 1985. I[9] Б у т у з о в В. Ф . / / Д и ф ф . уравнения. 1973. 9, 
№ 9. С. 1654. ,[10] Б у т у з о в В. Ф . / / Д и ф ф . уравнения. 1979. 15, № 10. С. 1848. 
i f i l l ] P r o t t e r М. Н., W e i n b e r g e r Н. M a x i m u m principles in differential equations . 
E n g l e w o o d Cliffs . N. J.: Prentice-Hall . 1967. |12 | ] В о л ь п е р т К. И., Х у д я е в С. И. 
Анализ в классах разрывных функций и уравнения математической физики. М., 
1975. 

Поступила в редакцию 
11.03.88 

BECTH. МОСК. УН-ТА. СЕР. 3, ФИЗИКА; АСТРОНОМИЯ. 1989. Т. 30, № 3 

У Д К 537,324 

А Н О М А Л Ь Н А Я З А В И С И М О С Т Ь Э Д С Х О Л Л А И Т Е Р М О Э Д С 
ОТ М А Г Н И Т Н О Г О ПОЛЯ В p-Bi2Te3 

В. А. Кульбачинский, Н. Е. Клокова, С. Я. Скипидаров, Я. Горак ( Ч С С Р ) , 
П. Лоштяк ( Ч С С Р ) , С. А. А з о у :(Ирак) 

(кафедра физики низких температур) 

Обнаружены осцилляции холловского напряжения у монокристаллов p-Bi2Te3 , 
имеющие вид серии плато. Квантование эффекта Холла вызвано стабилизацией уров-
ня Ферми в примесной зоне, расположенной над потолком зоны тяжелых дырок в 
Bi2Te3(Sn>. 

1. Теллур ид висмута представляет собой полупроводник из груп-
пы кристаллов типа А2В3 и имеет тип симметрии 0 5 м { Я З т ) . Кристал-
лическая структура Bi2Te3 образована повторением пятислойных па-
кетов из атомов Bi и теллура; Ширина непрямой запрещенной зоны в 
BiaTes составляет —0,15 эВ [1]. При концентрации дырок менее 
5-1018 см - 3 холловская концентрация носителей тока совпадает с 
определенной по эффекту Шубникова—де Гааза с учетом того, что 
поверхность Ферми p-Bi2Te3 состоит из шести эллипсоидов, центри-
рованных в зеркальных плоскостях симметрии, с углом наклона по от-
ношению к биссекторной OCH.CI приблизительно 30° [2]. 
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