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ЛУЧЕВАЯ ТЕОРИЯ КЛИНОВЫХ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН 
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(кафедра акустики) 

В лучевом приближении на основе анализа распространения волн Лэмба в кли-
новидных пластинах получено аналитическое выражение для скорости клиновых воли 
как функции материальных параметров и угла острого клина. 

Клиновые акустические волны (волны, распространяющиеся 
вдоль и локализованные вблизи ребра упругого твердого клина) пред-
сказаны и обнаружены в 1972 г. [.1—3] и теоретически исследовались 
в основном численными методами [4, 5]. Приближенные аналитиче-
ские подходы к задаче распространения клиновых волн развивались 
в работах [6, 7], однако полученные в них соотношения совпадают с 
точным численным решением лишь в области предельно малых углов 
клина. Цель настоящей работы — показать, что применение к данной 
задаче хорошо известного в теории волн лучевого метода дает воз-
можность получить простое и Достаточно точное аналитическое выра-
жение для фазовой скорости клиновых волн как функции угла и ма-
териальных параметров клина. Полученное выражение применимо и к 
ранее не исследовавшемуся случаю, когда поверхности, образующие 
клин, не являются плоскими. 

Будем считать, что угол клина 0 достаточно мал, так что волно-
вое поле в сечении острого клина можно аппроксимировать полем в 

плоскопараллельной пластине с тол-
щиной h, соответствующей локальной 
толщине клина. В лучевом приближе-
нии волновое поле в неоднородной 
среде, аналогом которой для волн в 
пластине (волн Лэмба) является ост-
рый клин, можно представить как ин-
терференцию двух локально-плоских 
волн (рис. 1). Эти волны распростра-
няются в общем случае наклонно по 

Рис. 1. Лучевые траектории изгиб- отношению к направлению переноса 
ных волн в остром клине энергии (в данном случае оси z) с фа-

зовой скоростью, равной скорости 
волн в однородной среде, свойства которой совпадают с локальными 
свойствами неоднородной среды. Таким образом, волновое поле на 
некотором расстоянии г от ребра клина можно представить в виде 

и {г, z) — А+ exp (ikrr + ik2z) + Л _ exp (—ikrr -f ikzz). (1) 

Здесь временной множитель exp (—/ю/) опущен, А ± — амплитудные 
коэффициенты; kr, kz — проекции волнового вектора на соответствую-
щие оси координат. С другой стороны, при движении по лучевым тра-
екториям из точки (ru Z\) в точку (г ь z2) эти волны приобретают до-
полнительный набег фазы 

u{rL, z2) = [А+ exp (ikrrj) + А _ exp(—ikrr^)] exp j ikrdr-f ДФ -f-ikzz2), (2) 
i 
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где интегрирование ведется по лучевым, траекториям, а ДФ — допол-
нительный сдвиг фазы на каустиках. Поскольку представление (1) 
должно выполняться как в точке (г ь zx), так и в точке (г ь z2), сши-
вая (1) и (2) в точке (ru z2), получаем следующее ограничение на до-
полнительный набег фазы; вдоль лучевой траектории: 

f М г + ДФ=2я/г, п = 0 , 1 , 2 , . . . (3) 
i 

Сдвиг фазы ДФ складывается из сдвига фазы в точке поворота 
/о, равного, как известно [8], —я/2, и сдвига фазы ДФд при отраже-
нии лучей от ребра клина. Значение ДФк найдем, используя теорию 
изгибных волн в тонких пластинах. Для этого учтем, что угол паде-
ния луча на ребро клина равен нулю вследствие обращения в нуль 
на ребре локальной скорости изгибных волн. Уравнение, описывающее 
изгибные волны, падающие по нормали на ребро острого клина, сле-
дует из общего уравнения изгибных колебаний тонких пластин пере-
менной толщины [9], и оно может быть записано в виде 

r~l (r3w")"—a?w = 0, (4) 

где а—УЗ kp/tg(9/2) при h= 2rtg(0/2); kp = a>tvp, v* = 2o?/( 1 — v), v — 
коэффициент Пуассона; vp, vt — скорости продольной волны в тонкой 
пластине и объемной сдвиговой волны; w — изгибная компонента век-
тора смещений в волне. Общее решение (4) имеет вид [10]. 

Ш = r-V2 [С^ (х) + C.N, (х) + C3J1 (ix)+с4 N&x)}, (5> 

где х = 2Уаг\ С, — амплитудные постоянные, /=1-*-4; J и N\ — фун 
кции Бесселя 1-го и 2-го рода. Используя известное асимптотическое 
представление цилиндрических функций 

Гт(х) \ Г 2 f cos(x—тя/2—я/4) 

N -Nm(x) i V лх [sin(A;—тл/2—я/4) 
при х-*- оо, 

находим, что дополнительный сдвиг фазы при пробеге луча до точки 
т=0 равен —Зя/4, а сдвиг фазы ДФ# при падении и отражении луча 
равен тогда удвоенному этому значению,.т. е. (—Зя/2). Следует под-
черкнуть, что данное значение ДФя не связано с взаимодействием из-
гибных волн с неоднородными колебаниями вблизи ребра клина, опи-
сываемыми последними слагаемыми в уравнении (5), поскольку гра-
ничные условия обращения в нуль соответствующих моментов сил на 
ребре клина выполняются автоматически без привлечения неоднород-
ных решений. Это обусловлено равенством на ребре нулю локальной 
толщины клина и соответственно цилиндрической жесткости, кото-
рой пропорциональны моменты сил. Найденное значение ДФЙ должно^ 
использоваться также в теории отражения и прохождения волн Рэлея 
при их нормальном падении на ребро острого клина [ И ] . 

Используя полученное приближенное значение ДФ« (при его на-
хождении не учитывалась зависимость решения от z) и учитывая сим-
метрию лучевых траекторий и произвольность выбора значений гх и 
z u условие (3) можно представить в виде 

г» 
ф зз J M r = я (Я-И). • (6> 
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Д л я вычисления интеграла в (6) необходимо в явном виде задать за-
висимость h(г), а также определить явно зависимость k(h) для волн 
Лэмба в плоскопараллельной пластине с толщиной /г, поскольку 
k2

r — k2(h)—ki. Будем считать, что 

h-1-^: [2r tg (в/2)]-1 -f /гГ1. (7) 

Такая аппроксимация при Но=оо соответствует клину, образованному 
пересечением двух плоских поверхностей, а при к 0 фоо — клину, пере-
ходящему вдали от ребра в плоскопараллельную пластину с толщи-
ной h0. Для достаточно больших h0, h0 > tg2 (6/2)/[2 УЗ kp\, влияние 
конечности h0 на ДФя пренебрежимо мало и далее учитываться не 
будет. Зависимость k(h) для волн Лэмба определяется трансцендент-
ными дисперсионными уравнениями и поэтому в явном виде может 
быть записана лишь в виде приближенного соотношения. Исходя из 
качественного вида дисперсионных зависимостей для волн Лэмба, ко-
торые можно найти, например, в монографии [12], можно сразу сде-
лать вывод, что локализованными вблизи ребра острого клина будут 
только антисимметричные волны, поскольку только для антисиммет-
ричной нулевой волны Лэмба фазовая скорость с уменьшением тол-
щины пластины падает, и вблизи ребра клина, таким образом, выпол-
няются условия волноводного распространения. Это согласуется с из-
вестными численными расчетами на ЭВМ [1, 4], согласно которым 
симметричные волны в остром клине как собственные моды отсутст-
вуют (скорость этих волн в острых клиньях превышает скорость волн 
Рэлея, поэтому если симметричные волны и существуют в данном 
случае, то реализуются лишь как волны утечки). 

Из . анализа точного дисперсионного уравнения для нулевой анти-
симметричной волны Лэмба '[12] известны асимптотические решения 
для предельных случаев: 2 1 / 3 kp/h при co/i->-0 и ka—kR при 

где kR=a}/vR, vR — скорость волны Рэлея. Комбинируя эти 
асимптотики, получаем явное выражение для ka(h), достаточно точное 
во всем диапазоне возможных значений <я/г: 

kl (h) ~ 2 У3~ k p j h : (8) 

Подстановка (7) и (8) в (6) и использование замены г = asm2 t/b2, где б2 = 
— k2

z—k\—2^3 kplh0, приводят интеграл ср к виду 
Л/2 

Ф = (а/Ь) ^ [ 1 + cos (21)\ dt = яаЦ2Ь). (9) 
о 

Вытекающее из (6) и (9) соотношение а = 2 ( я + 1 ) 6 определяет иско-
мое выражение для фазовой скорости клиновых волн v: 

, о» [1 + vi/v%+vl2 УЗ /(a>h0vp)]-l/2, (10) 

где у<х> = 2 tg (0/2) ( n + \)vplV3 , а индекс п соответствует номеру нор-
мальной волны клина. Значение, v для клина с плоскими гранями 
(h0=оо) будем далее обозначать через 

Сравним полученное решение с результатами предшествующих 
теоретических исследований. Приближенные аналитические выраже-
ния для скорости клиновых волн в литературе имеются только для 
случая, когда образующие клин поверхности являются плоскими. Для 
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этого случая в статьях [2, 13] приведена эмпирическая формула, ос-
нованная на численных расчетах на ЭВМ, выполненных в работе '[1]:. 

" i>w=i>ssin[(n+l)8] при (п+ 1)8<90°. (11) 

В дальнейшем соответствующая формула была выведена и аналити-
чески на основе теории изгибных волн в тонких пластинах [6]: 

v w =vt 2 tg(0/2) [ 1 + 2n(n+2) / (3—3v)] 1 / 2 . (12) 

Имеется также публикация [7], в которой вариационным методом по-
лучена следующая система уравнений для определения vw при рас-
пространении клиновых волн в кубическом кристалле с кристалло-
графическими осями, направленными вдоль биссектрисы угла и ребра 
клина: * 

и 2 = (02/24) [ с и (5а2 + 3/а2)—с12(10—4а2) + 12], 
(13) 

а 2 — ( с ц — v 2 ) / [ (2t>/0)2 + 5С 1 2 /3—2 + й 2 / 2 ] , 

где v2= (vw)2p/c44, cn = cnlcu, с12=с12/с44; сц, с12, с44, р—упругие модуля 
и плотность кристалла. 

Несмотря на внешние различия формул (10) — (13), функциональ-
ная зависимость ,vw от 0 в предельном случае 0-^-0 для всех этих фор-
мул одинаковая: v К о э ф ф и ц и е н т ы же пропорциональности в этих 
линейных по 0 зависимостях несколько отличаются друг от друга и 
равны vt[\+n) [2/(3—3v)]1/2 для формулы (10), vR(l + ti) для ( И ) , 
vt[l + 2n(n+2)/(S—3v)]'/2 для (12) и для (13) [с44/(2р)] (5сп + 
+ 4С12)СЦ/(ЗС2

44)]1/2 + 2—5С12/(ЗС44)}1/2, переходя в изотропном случае в 
выражение 

vt{[3 (5—v) (1—v) ] ^ + 3— 11v}1'2/ (6— 12v) V2. 

Тем не менее численные значения этих коэффициентов, как показы-
вает их сравнение для низшей моды в различных материалах 
(рис. 2, а), довольно близки друг к другу. В частности, при v = l / 3 име-
ет место полное совпадение (10) с формулой (12), которая в области 
0<С1 является наиболее точной из приведенных выражений. 

Сравнение аналитических зависимостей vw(Q)—(10), (12)—с точ-
ным численным решением [1] для низшей моды дюралюминиевого 
клина в широком диапазоне углов 0 приводится на рис. 2,6. При ма-
лых 0 представленные зависимости практически совпадают в соответ-
ствии с рис. 2,а. С ростом 0, согласно формуле (12), полученной в 
работе [6], vw отклоняется от линейной по 0 зависимости в сторону 
больших значений, хотя, согласно точному численному решению [1] 
(кривая 5 на рис. 2,6), отклонение происходит в противоположную 
сторону. Формула (10), полученная в настоящей работе, правильно 
описывает эту тенденцию. Если в формуле (10) перейти к пределу 
Уя-мэо, соответствующему переходу в аппроксимации (8) к закону 
дисперсии изгибных волн в тонких пластинах (теория тонких пластин 
использовалась при выводе ( 1 2 ) ) , то получим t > w ~ t g ( 0 / 2 ) , т. е. функ-
циональная зависимость и^(0) в формуле (10) будет такой же, что и 
в (12). Отсюда следует вывод, что нарушение точности результатов 
работы [6] с ростом 0 обусловлено тем, что в рамках классической 
теории тонких пластин, использованной в этой работе, не учитывается 
ограничение скорости изгибных волн с ростом толщины пластины. 
С увеличением угла 0 расхождение формулы (10) с точным числен-
ным решением увеличивается в соответствии с используемым при ее 
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выводе приближением 0<Cl. Однако расхождение это невелико и, кро-
ме того, оно может быть существенно уменьшено с помощью неболь-
шой коррекции — замены в этой формуле vR на vt, вытекающей из 
анализа предельного случая 0=180°. В отличие от численных резуль-
татов работы '[1] формула (10) применима не только к дюралюми-
нию, но и к другим материалам, в том числе и к гексагональным мо-
нокристаллам при условии, что плоскость их поперечной изотропии 
совпадает с плоскостью симметрии клина. 

vwleut 

os 

025 0.50 90 120 
в, rpaS 

Рис. 2. Зависимости относительной скорости клиновых волн vw: а — от коэффици-
ента Пуассона v в острых клиньях с углом 0<С 1 и б — от угла 0 дюралюминиевого 
клина (v=0,335): 1 — по формуле (11), 2 — (12), 3 — (10), 4 — (13), 5 — [1] 

Перейдем к случаю конечных значений h0, соответствующих рас-
пространению волн вдоль лезвия бритвы или ножа. В отличие от кли-
на с плоскими гранями здесь, как следует из (10), возникает геомет-
рическая дисперсия и групповая скорость vg отличается от фазовой: 

(14) Ф—f2V3/(VP®)]. 
В высокочастотной области, где фазовая скорость может аппрокси-
мироваться выражением v = vw—vw УЗ /((o/i0t>p), групповая скорость 
от частоты не зависит: vg=vw. 

Точность полученных соотношений при к0Фоо, так же как и при 
hQ—оо, зависит от п, а именно возрастает с ростом п. Например, при 
ti-+oo, h0=oо, vw<CVr из (10) получаем Vw=2 tg (d/2)nvp/l/S, что пол-
ностью совпадает с аналогичным предельным соотношением, следую-
щим из (12). Это связано с тем, что на высшие моды оказывает более 
слабое влияние значение фазового сдвига ДФ, определенного выше 
приближенно, без учета взаимодействия изгибных колебаний и волн, а 
предел оо соответствует (Полному пренебрежению ДФ. 

Лучевые траектории клиновых волн находятся из уравнения 
dz/dr=kz(kR, решение которого с использованием аппроксимации (8) 
можно представить в виде j 

2' = arcsin У Г Г — У Г ' ( \ - ^ Г ' ) + ( 1 5 ) 
где 2 ' = zb2/[2(n+ \)kz], r'=rbl[2{n+\)], z0'— произвольная постоян-
ная. Результаты расчетов по формуле (15) приведены на рис. 1, на 
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котором под координатами г, z подразумеваются безразмерные пере-
менные г', z'. 

Итак, представленные в настоящей работе результаты демонстри-
руют возможность- развития простой и достаточно точной теории кли-
новых акустических волн на основе использования лучевых представ-
лений. Этот же подход перспективен и для анализа волноводных эф-
фектов в пластинах переменной толщины. 
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ПОЛЯ БЫСТРО ВРАЩАЮЩИХСЯ НЕЙТРАЛЬНЫХ ТЕЛ 

В. И. Григорьев, Е. В. Григорьева, В. С. Ростовский 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий; ИФЗ АН СССР) 

Электрические и магнитные поля вращающихся тел исследуются методом Харт-
ри — Слэтера. Сделаны оценки для полей на планетах и звездах, порождаемых гра-
диентами давлений и вращением. 

П. Н. Лебедевым опубликованы в 1911 г. результаты экспери-
ментальных исследований вопроса о том, порождает ли вращение 
нейтрального тела магнитное поле [1]. Побудительной причиной этих 
исследований явились работы [2, 3] Сузерленда, выдвинувшего гипо-
тезу, что «в каждом нейтральном атоме центры тяжести его разно-
именных зарядов не совпадают и так сдвинуты друг относительно 

друга, что центры отрицательных зарядов описывают * большие пу-
ти, чем центры положительных», как написано в работе П. Н. Лебе-
дева. Очевидно, что это должно порождать магнитное поле. Физиче-
ская причина смещения зарядов, по гипотезе Сузерленда,—гравитаци-
онное воздействие, механизм его оставался нераскрытым и не мог по-
лучить теоретического объяснения в доквантовый период. П. Н. Лебе-
дев выдвинул предположение, что аналогичное смещение зарядов дол-

* Из-за вращения. 
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