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СЖАТОЙ ПЛАНЕТЫ 

И. А. Герасимов, Б. Р. Мушаилов . 

(ГАИШ) 

В рамках плоской круговой ограниченной задачи трех тел, когда центральное 
тело является симметричным эллипсоидом вращения, получены решения, описываю-
щие эволюцию орбит частиц кольца в случае резонансов первого порядка. 

1. Постановка задачи. Рассмотрим плоский вариант ограниченной 
задачи трех тел в следующей постановке. Центральное тело Р0 пред-
ставляет собой эллипсоид, симметричный относительно оси вращения, 
потенциал которого в декартовой системе координат с началом, со-
вмещенным с его центром Масс, дается выражением 

W(r) = l /г+и/г3, (1) 

где x=(l/2)72 i?a2 , H — коэффициент 2-й зональной гармоники, R0 — 
экваториальный радиус тела PQ, Г — радиус-вектор пассивно гравити-
рующей точки Р, движущейся в экваториальной плоскости тела PQ. 
Система единиц выбрана так, чтобы постоянная Гаусса и масса эллип-
соида были равны единице. 

Возмущающее( тело, Р г является материальной точкой с массой 
(г<С%. Будем полагать, что движение тела Р ' происходит по окружно-
сти единичного радиуса а'>г, расположенной в экваториальной пло-
скости тела Р0, совмещенной с плоскостью XY. Тогда среднее движе-
ние тела Р' равно п'=С/а'2, где С и а ' связаны уравнением [1] 

C2Ia'*+dWJda'=0, ' (2) 

так что n ' — Y 1 + З х . 

Далее будем считать, что среднее движение п материальной точ-
ки Р в начальный момент времени удовлетворяет следующему усло-
вию: 

l k n - ( k + l ) n ' \ ( 3 ) 

где k — целое число. 
Заметим, что в случае точной соизмеримости первого порядка 

n/n'=(k+l)jk имеем я = [ ( / г + l)/k] Vl + 3 х , и для круговой орбиты 
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точки Р (без учета возмущения со стороны тела Р') п=С{а2, т. е. для 
большой полуоси а орбиты точки Р имеем уравнение а2—а5[ (k+ l ) /&j 2 X 
X (1+Зй«)+Зх=0: ' 

2. Уравнения движения. В системе координат, вращающейся с уг-
ловой скоростью пг, уравнения движения точки Р запишутся в виде 

dxm __ dF dym __ }dF m__y—g" ^ 
dt дут ' dt дхт ' 

-где 

i W o + i x ^ f x ^ , > 0 = - Д - я ' х 3 , 
2х\ 

/ ? 1 = 2 Л т , ( х 1 , х2 , ^ c o s ^ a ^ + Zia), (5) 

Здесь vi, ^2, 7п ь т 2 , т з — целые числа либо нули, причем разность 
2v ;— | т ! + т 2 | — четное число либо нуль; h i=n/2 i если vi+v 2 — четное 
число, в противном случае hi—0; h2 — либо я/2, либо нуль. Канониче-
ские переменные Пуанкаре 

х^Уа, ух—М-\-®, 

л Г- = • 1/— = (6) 

х2= V 2а1/2 (1 —1/1 —е2) cos со, у2 =— У 2а1 /2 (1 — y Q —е2) sin а> 

-здесь дополнены (для устранения явной зависимости от времени га-
мильтониана исследуемой системы) сопряженными переменными, х$ и 
yz—n't+consi. 

Если ввести обобщенную аномалию Делоне s=ky \ -^ (k J r \ )yz и вос-
пользоваться схемой Делоне—Хилла ![2], т. е. перейти от F k F*= 

2п 
Г J т о п Р и Д е м к уравнениям с гамильтонианом F*— 

о 
=FQ— \nF\*+4iRi*, в котором / — целое число либо нуль, 

Njk.-Hk+vX^yf cos (js+кг), R\=A0(xv х2, у2). (7) 
В канонических переменных 

А 
2 

x = = ] / x f + ^ c o s x 0 = j / ~ x | + 0|-sin X 

X - ^ - ^ + a r c t g - ^ + ^ + l J y a ) . X + a r c t g Ж + + 1 ) ( 8 ) 

H = x i + x з — • ^ з 

искомая система примет вид [3] 
dU dF* dx dF* dtf dF* 
dt aA, ' dt ду ' Л dh ' щ 
dX _ dF* dy dF* dh _ dF* 
at ~ dU ' dt ~ dx ' dt dH ' 
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•где 

^ 0 = ' \ 4>- + nf ( u — ^ - Т - Н ) , Т—х2 + у2. (10) 
2 { и ~ Т т ) 

Согласно (7), F\*=Fl*(XJ, х, у), Ri*=R\* {U, х, г/),^поэтому из (9) 
имеем 

/7*=const, U=const , # = c o n s t . (11) 

Так как dF*/dH=^n', то система (9) представима в виде 
dx др* — ~ ~ 

= » U=~vy, Н=const, F* = с = const, 
Л ду 

(12> 
, h=nt-\- const. 

dt dU dt dx 

Здесь 

F w S + n F l + x / t f , - — 1
 k + я * f u - ± t L T y (13) 

2 U ——T 
\ 2 

3. Упрощенные уравнения задачи. Ниже в разложении гамильто-
ниана F* ограничимся наиболее существенными слагаемыми. Так, в вы-

• ражении для / ^ пренебрежем членами, начиная с шестого порядка 
относительно х, у, тогда 

. Fl =£0 + В, (х2 + if) + Вг (х2 + г/2)2, 

где 

В 0 = _ L + Bl=-L(ky-*/*-(k f 1)n% B2=^-k2y~2. (14) 
2y 2 8 

В Fi* и Ri* пренебрежем величинами 4-го и более высоких порядков 
относительно х, у: 

+ + + ^ = G0 + G1(x2+</2). (15) 

Здесь 

2 dy 

А= - Y Y-1/4 + 1)) L\)ik) (у), G^y-У* (1 +2k), 

£1/2(7)— коэффициенты Лапласа, тп — целое число. 
Тогда интегрирование системы (12) сводится к решению уравне-

ний для х и у 

dx/dt=dF/dy, dy/dt=—dF/dx, (17) 
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в которых 

F ^ Q ^ + ^ + Q ^ + ^ + CgX, (18) 

и коэффициенты Си С2, С3 — функции у=а (1 +k—kV\—е2)2: 

С ^ В г , C ^ B j + nAi + xGj, С3=[хЛ2 . (19) 

Д л я переменной X можно получить уравнение 

£ 1 Ш = Ф 0 + O I (X2 + У2) + Ф2*> (20) 

где 

Ф 0 = -2Уу[В'0 + В2В2
1 {c-B0)^(A'Q-B2B71A0)-n(Go-B'2BT1G0)]y 

Ф х = — 2-Vy [Bi — B f i ^ B ^ + ц — A x B 2 B J x ) -j- х (Gi — G^BJ1)], 

Ф2=—2Уу\1(А2—А2В2В7х), 

штрих означает дифференцирование по у. Интегрируя уравнение (20), 
находим 

Л=Яо+Фо*+Ф1Q1+Ф2<32. (21) 

Здесь Хо — постоянная величина, Q i = J (x2+y2)dty Q2=$xdt. 
Таким образом, решение поставленной выше задачи свелось к ин-

тегрированию системы (17) для переменных х, у и вычислению затем 
двух квадратур Qi и Q2. • . 

4. Особые решения. Для отыскания особых решений системы (17) 
;имеем уравнения 

4С\у (х2+у2) +2С2у=0, (22) 

4Cix(x2+y2)+2C2x+C3 = 0. 

Так как СЪФ0, то система (22) удовлетворяется лишь при у = 0, тогда 
второе уравнение (22) принимает вид 

4С!д;3+2С2л;+СЗ=0. (23) 

Поскольку, как следует из (19) и (16), Сз>0, то, согласно теоре-
ме Декарта,ч один из действительных корней (23) * i > 0 , а так как в 
(23) отсутствует член с х2, то x2+xz=—x\<0. 

Если дискриминант уравнения (23) А = —8С2
3—27CiC3

2 равен нулю, 
то все корни (23)—действительные величины, причем х2 = хз [4]. 
В случае Д > 0 все три корня, как можно показать, также действитель-
ны, и из теоремы Виета следует, что хз<л;2<0. И наконец, при Л < 0 
х2 и х% будут мнимыми сопряженными корнями. 

Таким образом, уравнение А==/(х, |л, y ) — 8 С 2
3 — 2 7 C i C 3

2 = 0 опре-
деляет границу между областями существования различного числа 
стационарных точек рассматриваемой системы. При фиксированном 
значении ц функция А(у) обращается (при некотором у) в нуль для 
любых % из интервала иосшах, удовлетворяющих резонансному нера-
венству (3) (здесь и в дальнейшем считается, что | е | < 0 , 3 ) . 

Зависимость величины итах (соответствующей Ymax) от [х (в лога-
рифмическом масштабе), удовлетворяющей уравнению Л = 0 и резо-
нансному неравенству (3), для различных значений k приведена на 
рис. 1. Так, для резонанса 2 : 1 ( 6 = 1 ) граничная величина Y=Y—0,700, 
причем область «над кривой» соответствует Л < 0 . 
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Уравнение Д = 0 в переменных lgx , у представлено на рис. 2 семей-
ствами кривых, соответствующих различным величинам р, и k. В об-
ласти, расположенной левее приведенных кривых, существует одно 
стационарное решение, т. е. при фиксированных р, и к эти кривые для 
каждого k определяют значение у такое, что при у<у Д<0. 

-8 -6 -Ч bjji 0,6 0,7 0,8 У 

Рис. 1 Рис. 2 

Рис. 1. Зависимость Ig Xmix от Ig (i для различ-
ных k 

Рис. 2 . ' Уравнение Д = 0 в переменных l g x и у. 
Сплошные линии отвечают ц = 1 0 - 7 , штриховые — 

Из уравнения (23), учитывая (14) —(16), (19), а также (6) и (8), 
можно определить эксцентриситеты, соответствующие стационарным 
точкам о), в функции параметра у для различных значений к, 
р и k. На рис. 3 иллюстрируются результаты соответствующих вычис-
лений. В полном согласии с ранее сказанным бифуркация наступает 
при некотором у, зависящем от к, р, k (см. рис. 1 и 2). При у<у име-
ется одно стационарное решение ( lge растет с ростом -у)- В случае 
у > 7 появляются еще два решения, одно из которых также возрастает 
с увеличением у, а другое убывает. С уменьшением р, существенно 
возрастает амплитуда переходной зоны бифуркации. 

Далее функцию' Гамильтона (18) в окрестности стационарных 
точек системы (17) (!(*/, # /=0) , / = 1 , 3) представим в виде ряда Тей-
лора. Тогда с точностью до постоянного слагаемого имеем 

F—L (х—xjf -f- Gy2 -f- о [ (х—xj) г/2], (24) 

где 

L = 6 C ^ 2 + C 2 , G=2CxX* - fC 2 . 

Выберем в качестве функции Ляпунова V функцию V—F. Ее пол-
ная производная по t, составленная с учетом (17), равна нулю: 

dF __ dF dx Qf dy _ Qp dF dFj dF =Q 

dt dx dt dy dt dx dy dy dx 

В случае Д > 0 (C 2<—(3/2) l ^ C f i l ; все корни — действитель-
ные величины) нетрудно установить, что в окрестности точек (хи 0), 
(х2, 0) функция V является знакоопределенной (соответственно поло-
жительной и отрицательной) и, согласно первой теореме прямого ме-
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т о д а Ляпунова, стационарные точки ( я ь 0) и (х2, 0) являются устой-
чивыми. 

Д л я окрестности точки (х3, 0) L и G имеют разные знаки. Соста-
в и м в этом случае систему уравнений линейного приближения: 

d(x-x3) _dy__—2L(x—хя). 

d t d t 

Характеристическое уравнение этой системы: K2+4GL=0, следователь-
но, K2=—4GL. Так как G, L в окрестности x—xz имеют разные знаки, 
то Я2>0, поэтому корни Яьг действительны и один из них положителен. 
Согласно теореме Ляпунова (для уравнений системы линейного при-
ближения) , точка (хг, 0) соответствует неустойчивому движению. 

ig ч 

- 2 -

- 6 

-8 
0,60 0,65 0,70 

Рис. 3 Рис. 4 

Рис. 3. Зависимость стационарных эксцентриситетов (Ig е (), / = 1, 2, 3, от при раз-
личных значениях k, р, и х; и es на всех кривых совпадают (для у>у). Кривые 
1, 2, 3 соответствуют l g e i (v<y), l g e 3 и lge2 при k=\, ц = 1 0 - 7 , и = 1 0 ~ 3 ; кривые 4, 

5,6 — при k = l , ц = 10 - 7 , %= 10~5 

Рис. 4. Качественная картина локализации фазовых траекторий. Области траекторий 
типа II и III заштрихованы соответственно вертикально и горизонтально 

В случае Д < 0 (С 2 >— (3 /2 ) т/СхСз) аналогично легко устано-
вить, что (*ь 0) является устойчивой стационарной точкой, а (х2, 0) 
и (хз, 0) соответствуют нереальным (фиктивным) движениям. 

При Д = 0 ( С 2 = — (3/2) VСхСз) все корни х} — действительные ве-
личины и х 2 ^ = х 3 = — х х / 2 = — (1/2) У |С 3 | /С, . В этом случае L\Xz 3 = 0 , 
<?==(2 /3)С 2 <0. Таким образом, (хи0) соответствует устойчивой 
точке, а (хг.з^О)—неустойчивой, поскольку в окрестности х2,г Fx— 
= F'x\y=o+x • 4 С У < 0 , следовательно, dy/dt>0 и в окрестности 
« > 0 у | , У . -о растет со временем. 

I* г̂.з'*̂ -
5. Обращение квадратур и классификация фазовых траектории. 

• Введем комплексно сопряженные переменные 

h=x-\-iyt k=x—iy. (25) 
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Тогда [3] 

k = -
ai 

(26> 

p{2wl)=-^-,p'{2wl)=ia1V\ai\, 

где инварианты ф -функции Вейерштрасса равны 

g 2 = З а | — 4 а х а 3 , g3=2ага2а3—а*а4—а®,.' 

а коэффициенты а ^ определяются выражениями 

ai=2CLCs, а 2 = ( 2 / 3 ) ( 4 « С 1 - С ^ ) , а 3 = - С 2 С 3 , С|, 

причем постоянная и=В0—с+цЛо+xGo. И следовательно, из (25) полу-
чаем окончательно 

х=(1/2а1) {р (t+wj + pit—wj—aj, 

y^—i/tyipit + wj—pit + wj}. (27) 

Пределы изменения величины w x =w зависят от значения дискри-
минанта Г уравнения 4 р 3 — g 2 p — g 3 = 0. Этот дискриминант Г— 
—g23—27g32 может быть представлен в виде 

Г = 16С?С3
4 {256Cf«3— 128CxC2V+ 16С2 (С2

3 + 9СхС1) и—С\ (4 С3
2+ 27С1С3

2)}. 

Число действительных корней (и/) уравнения Г = 0 зависит от зна-
ка дискриминанта уравнения (23), поскольку дискриминант уравнения 
Г = 0 равен [C3/(642Cf)] Д3. При значениях у'<у, соответствующих Д<0„ 
существует единственный вещественный корень щ, отвечающий реше-
нию Xj. В случае у">-у ( Д > 0 ) имеются три действительных корня 
«/, 7=1, 3 (при Д=0, и2=из) соответственно числу решений х,- (и2< 
<U3<Ui). Проводя далее рассуждения, аналогичные [5], можно про-

Тип 
траектории Значение и Значение w Значение Y 

I "з < " < «1 is CD Y > Y 
II « 2 < « < « 3 ieo) + tco Y > Y 

III — оо < и < и3 is со Y > Y 
IV — оо •< и < leco Y < Y 

р ' (со, —g2 , g3) = 0; ю—минимальный аргумент уравнения; 
0 < е < 1 . • - . ' 

вести классификацию возможных типов движений (таблица) и полу-
чить качественную картину локализации фазовых траекторий (рис. 4) . 

На рис. 5 в качестве примера приведены расчетные фазовые тра-
ектории и сепаратриса для системы, состоящей из центрального те-
ла — планеты Сатурн, возмущающего тела — Мимаса и частиц коль-
ца Сатурна (случай соизмеримости 2 : 1 ) . В качестве координат ис-
пользованы переменные p—ecoss и <7=esins, так что х=у^4р, г/— 
=—yl/4q. 
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6. Определение к. После определения канонических элементов х, 
у интегирование исходной задачи, как показано в п. 3, связано с вы-
числением переменной Я=ЛГ+(о—n'(t—10). Согласно (21) определению 
подлежат две квадратуры: 

Qi=l(x2 + y*)dt, Q^xdt. (28) 

e s i n j 

Л,01 

~001 

esin s 

0,01 

-0,01 -

-001 0,01 
ecoss 

-001 0 0,01 
ecoss 

Рис . 5. Фазовые траектории для k=l, ц = 0 , 6 6 Х Ю " 7 , « = 0 , 8 8 2 - Ю - 3 ( у=0 ,6393) : у = 
= 0,6392 (а) и 0,6394 (б) 

Используя теорему Лиувилля, с учетом (25) —(27) нетрудно получить 

Qx=Et- V « 4 lln 
О (t — Wx) 

a (t + щ) , Q 2 2 аг 

где (29) 

(Щ) {[p K ) - p (2Wl)f + 2p' (2wj) l H ) } , 

чт и £ — соответствующие функции Вейерштрасса. 
Таким образом, и элемент Я, определяемый (21), с учетом (29) 

окончательно представлен в функции независимой переменйой t. 
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