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ОПИСАНИЕ ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ФАЗОВЫХ 

ПЕРЕХОДОВ МЕТОДАМИ ТЕОРИИ КАТАСТРОФ 

С. В. Павлов 

(кафедра физики кристаллов) 
На основе теорем теории катастроф" показано, что феноменологически все фа-

зовые переходы в системах с числом параметров порядка не больше трех описыва-
ются посредством одного из 15 классов функций, называемых min-функциями. 

Для феноменологического описания фазовых переходов (ФП) тер-
модинамический потенциал раскладывается в ряд по степеням парамет-
ров порядка вблизи точки ФП и в разложении удерживаются члены» 
инвариантные относительно группы симметрии исходной фазы. Однако 
вопрос о том, сколько членов разложения необходимо и достаточно для 
адекватного описания ФП, как правило, остается неисследованным. 

Теория катастроф (или теория особенностей) позволяет строго ма-
тематически на основании ряда теорем определить число членов в раз-
ложении термодинамического потенциала, необходимых для точного 
описания ФП. В настоящей статье при помощи теории катастроф будет 
показано, что все феноменологические модели ФП в системах с числом 
параметров порядка не больше трех в окрестности точек ФП можно 
описать посредством одного из 15 классов функций, называемых min-
функциями. 

Приведем краткие формулировки основных теорем теории ката-
строф и дадим сведения о терминологии, необходимые для дальнейше-
го изложения. Следует отметить, что иногда определения будут давать-
ся в форме, понятной нематематикам, в ущерб математической стро-
гости. 

Пусть имеется физическая система, поведение которой описывается 
потенциальной функцией U(xit aj), зависящей от п переменных х{ (t' = 
= 1 ,...,п) и m параметров a j ( /=1 , . . . , m ) , называемых управляющи-
ми параметрами. (Здесь и ниже под потенциалом и потенциальной 
функцией будет пониматься математический, т. е. безразмерный, потен-
циал.) Тогда если в некоторой точке {х^} Vf/=^0, то в некоторой 
окрестности этой точки возможна такая замена переменных: 

yi = yi(xu-..,xn), i = l , . . . , п , (1) 

в результате которой функция U может быть, приведена к виду U — 
= Уi +cons t (теорема о Неявной функции). Точка {л;*о} называется не-
критической точкой функции U. 

дЮ Если yU (xi0) = 0 и det 
dxfdxj 

0, то в некоторой окрестности точ-
ки {л;10} заменой переменных (1) можно привести функцию V к виду U — 

k n 

= У у\— J? yj (I (лемма Морса). Точка {х,0} называется в этом 
i = i / = £ + 1 случае невырожденной, изолированной или морсовской точкой функции U. 

•d2U 

чивости 

Если в точке {xi0} y U = 0 , det 
дЮ 

= 0 и ранг матрицы устой-

dxfixj 

dxidxj 

равен г, то в окрестности этой точки функция U экви-
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валентна функции вида £ K£(av . . . ат) y^+f(yr.hU ... , уп, av .... t ат), 
. i - 1 

где /(Уг+и . . . , уп, а)—некоторая гладкая функция (лемма расщепления). 
Точка {Хго} в этом случае называется неизолированной, вырожденной 
или неморсовской критической точкой функции U. Число k = (п—г) на-
зывается корангом функции /, а число управляющих параметров т 
называется ее коразмерностью. 

Центральной теоремой теории катастроф является теорема Тома. 
Она опирается на сформулированные выше леммы и гласит следующее: 

Функция 1{Уг+и --,Уп, а) коразмерности m^L5 и коранга k^.2, ко-
гда на f не наложены ограничения симметрии и другие, эквивалентна 
в окрестности вырожденной критической точки одной из функций, на-
зываемых элементарными катастрофами (табл. 1). 

Т а б л и ц а 1 
Элементарные катастрофы Тома 

Тип k m Катастрофы 

А 1 1 

^±3 1 2 ±.x\-\-axx\ 4-а.г*1 

Ai 1 3 xl + «1*1 + «а*! + (ЦХ± 

1 4 ± *i + (hxf -f a2Xj -f- «3*1 + «4*1 

As 1 5 x\ -f- axxf + a2xf + a3x^ -f- a4*i + a5xt 

2 3 *j*2 rji X3 "Г OĈ X2 -j- CC3X2 

D5 2 4 x\x2 + x\ + o^atj -f a2*| -j- a3xt + а4л;2 

D±6 2 5 x\ X2 ± x2 + «1*2 + a2*2 + «3*1 + a4*l + «5*2 

•^±6 2 5 *1 ± x2 + «1*1*2 + a2*2 + «3*1*2 + «4*1 + «5*2 

Классификация функций табл. 1 впервые дана Арнольдом [1]. 
Члены, не зависящие от управляющих параметров (они имеют самые 
высокие порядки в полиномах), называются ростками катастрофы, 
остальные члены, зависящие от управляющих параметров, называются 
деформацией катастрофы. Еще раз подчеркнем, что приведенные выше 
теоремы строго математически доказаны, и справедливы для любой 
гладкой функции. В доступной форме они изложены в монографиях 
Постона и Стюарта [2] и Гилмора [3]. 

Легко видеть, что для термодинамической потенциальной функции 
вырожденная неморсовская точка минимума является точкой ФП, а не-
вырожденная— точкой равновесия. Следовательно, в случае ФП зада-
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ча сводится к следующему. Известно число управляющих параметров 
термодинамической системы т и число параметров порядка k. Зная т 
и k, выбираем из та'бл. 1 соответствующую катастрофу, которая, как 
гарантирует теорема Тома, адекватно описывает поведение системы в. 
окрестности точки ФП, т. е. в окрестности вырожденной точки мини-
мума. 

На самом деле из всех перечисленных в табл. 1 катастроф только 
А.+з и А+5 имеют вырожденные критические точки минимума. Осталь-
ные элементарные катастрофы содержат только максимумы и седловые 
точки. Кроме того, на систему, как правило, наложены ограничения 
симметрии, которые не позволяют использовать теорему Тома. Следо-
вательно, для описания ФП, в частности для систем с двумя параметра-
ми порядка, необходимо использовать катастрофы коразмерности боль-
ше пяти. 

Классификация катастроф высшей коразмерности, называемых 
также особенностями, проведена Арнольдом [1]. Но эта классификация 
в комплексной области в общем случае не совпадает с классификацией 
в вещественной области. С другой стороны, многие функции катастроф 
в классификации Арнольда описывают точки максимума и седла и по-
этому для исследования ФП не подходят. Для моделей ФП необходимы 
вещественные функции катастрофы, имеющие вырожденные точки ми-
нимума. Классификация рОстков таких функций для одной, двух и трех 
переменных проведена Васильевым в работе [4]. Это так называемые 
min-ф.ункции. 

Таким образом, мы подошли к основному положению данной рабо-
ты: на основании общих теорем теории катастроф и теорем работы [4] 
можно утверждать, что все феноменологические модели ФП, содержа-
щие не более трех параметров порядка, описываются одной из min-
функций, приведенных в табл. 2. 

Ростки min-функций корангов 2 и 3 содержат параметры, неустра-
нимые гладкой заменой переменных. Эти параметры называются моду-
лями. Модальность min-функций представлена в табл. 2 числом |х. Рост-
ки элементарных катастроф модулей не содержат (см. табл. 1) и назы-
ваются простыми ростками. Ростки с одним модулем называются уни-
модальными, с двумя— бимодальными. 

В табл. 3 представлены универсальные деформации некоторых 
min-функций. Они рассчитаны стандартными методами теории ката-
строф [2, 3]. 

Теория катастроф неосознанно давно применялась в различных об-
ластях физики. Много примеров такого применения приведено Арноль-
дом в работе [5]. Катастрофу Л+3, называемую катастрофой сборки 
[2, 3], для анализа ФП 2-го рода использовал Ландау [6], min-функ-
цию которая называется катастрофой двойной сборки [3], в 
1954 году предложил Девоншир [7] в качестве модели ФП в сегнетовой 
соли. Эта же min-функция .успешно использовалась для описания анти-
сегнетоэлектрических ФП [8] . Гуфан и др. в ряде работ по исследова-
нию структурных ФП использовали min-функции Х1>0 [9, 10], Хи2 [Ю, 
11]. ^2,4 [11]. Те же функции встречаются в качестве феноменологиче-
ских моделей ФП и в'монографии Изюмова и Сыромятникова [12]. 

В заключение приведем пример выбора min-функции для феномено-
логической модели пропионатов. Как известно [13], эти кристаллы ис-
пытывают последовательно при понижении температуры ФП 2-го и 1-го 
рода, причем последний переход в дикальцийсвинецпропионате происхо-
дит со сменой знака спонтанной поляризации. По-видимому, такое не-
обычное явление можно описать в рамках модели двух полярных подре-
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Т а б л и ц а 3 

Универсальные деформации унимодальных и бимодальных min-функций 

Тип Универсальная деформация 

«1*1 + «2*2 + 4х \ + + аьх\ + aexfx2 + ачххх\ 

•̂ 1.2 Г ад + а2х2 + а3х2 + а4х1х2 + аъх2
2 + а6х\ + ... + а1+2гх

2
(г+1) 

У1 + т,г 
а1*1 + «2*2 + «3*1 + ад + «5*2 + а6Х1Х2 + «7*1*2 + а8*2 + «9*1*2 + 
+ «10*2 "Ь «11*1*2 + • • • Н~~ «7+2Г-1*1*2^ а7+2ГХ2^Г 

^1,0 а д + а2х2 + a3Xi + + аьх\ + айх\х2+а-,хгх\ + а&х\ + аъх\х\ + 

-)- «10*2 "Ь «11*1*2 "I- «12*1*2 

шеток. В работе [14] для описания ФП в пропионатах используется мо-
дель с двумя параметрами порядка, которыми являются поляризации 
подрешеток, их взаимодействие описывает член Х\Х2

3. Действительно, 
для описания смены знака поляризации необходимо, чтобы потенциал 
имел члены, нечетные по каждому параметру порядка в Отдельности, но 
инвариантные относительно замены х\-*—Х\ и х2->—х2. 

Однако модель, приведенная в [14], описывает лишь ФП 1-го ро-
да. Неполное описание ФП в пропионатах обусловлено произволом в 
обрыве ряда разложения по степеням параметров порядка. На самом 
деле, как следует из табл. 2 и 3, простой min-функцией, которая может 
наиболее полно описать ФП в пропионатах, является функция 
К сожалению, критерия выбора модели для какого-либо конкретного 
случая пока нет, и для модели можно также выбрать W\,o и Wft2q, но 
остановимся на как наиболее простой. Тогда, учитывая инвари-
антность относительно замены х\-ъ—Х\ и х2->—х2, имеем 

V=(x* + x f + b0xl + ахх f + а2х2
2 + аяххх\ + а^х\. (2) 

Модель (2) имеет три устойчивые фазы: 1) = х2^0; 2) х^О, х2 = 0; 
3) ХгФО, х2Ф0, причем переход 1->2 является ФП 2-го рода, а 2->3 — 
1-го рода. Равновесное значение параметров порядка в фазе 3 описы-
вается алгебраическим уравнением 12-й степени, но качественный ана-
лиз этого уравнения показывает, что переход 2->-3 может происходить 
как со сменой, так и без смены знака параметров порядка, т. е. при раз-
личных значениях управляющих параметров модель (2) должна аде-
кватно описывать оба ФП в семействе пропионатов. 

Автор выражает глубокую благодарность К. Н. Баранскому, 
Н. Д. Гавриловой и В. А. Копцику за ценные советы и замечания, сде-
ланные в ходе написания статьи. 
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КОЭФФИЦИЕНТ ПРОПУСКАНИЯ РАВНОМЕРНО ИЗОГНУТЫХ 

РЕНТГЕНОВСКИХ ВОЛНОВОДОВ В РЕЖИМЕ ШЕПЧУЩИХ МОД 

В. А. Бушуев, М. Н. Оруджалиев, Р. Н. Кузьмин 

(кафедра физики твердого тела) 
На основе явления полного внешнего отражения проведен теоретический анализ 

коэффициента пропускания рентгеновских волноводов в зависимости от их длины, ра-
диуса изгиба, расстояния между стенками и расходимости пучка. Показана возмож-
ность поворота рентгеновских пучков на углы до 10—20° с эффективностью поряд-
ка 10%. 

В последнее время значительно возрос интерес к исследованиям по 
транспортировке и изменению направления распространения пучков 
рентгеновского излучения с помощью явления полного внешнего отра-
жения (ПВО). Явление ПВО заключается в резком возрастании коэф-
фициента отражения Pi ~ 1 при углах скольжения Ф^Фс, где 
= У|Хг| — критический угол ПВО, и обусловлено тем, что в рентгенов-
ском диапазоне длин волн показатель преломления среды меньше еди-
ницы, поскольку действительная часть поляризуемости %г отрицательна. 
Для жесткого рентгеновского излучения с А типичные значения 
Фс составляют 5—15 угл. мин. 

Рентгеновский волновод с многократным ПВО впервые был реали-
зован в работе [1]. В работах [2—6] показано, что транспортировка 
рентгеновского излучения вдоль прямых волноводов (полых стеклян-
ных и металлических трубок с внутренним диаметром порядка 0,1— 
1 см и длиной до нескольких метров) происходит без существенных по-
терь, что позволяет в десятки раз повысить плотность излучения на 
мишени, удаленной на некоторое расстояние от источника [5, 6]. 

Поворот рентгеновского пучка на несколько градусов эксперимен-
тально осуществлен при скользящих углах отражения от вогнутых ци-
линдрических зеркал-.'[7] (см. также теоретические работы [8, 9J) и 
при транспортировке в тонких (~0 ,5 мм) изогнутых капиллярах [6, 
10]. В работе [11] впервые показана принципиальная возможность 
концентрации расходящегося характеристйческого излучения рентге-
новской трубки с помощью системы капилляров или коаксиальных сфе-
рических зеркал, в результате которой интенсивность излучения обыч-
ных рентгеновских трубок на выходе ПВО-системы может стать сравни-
мой с интенсивностью мощных синхротронных источников. 
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