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(НИИЯФ) 

Предложен метод построения областей локализации резонансов гелиеподобных 
ионов. Получена верхняя оценка полуширины резонансов в системе. Показано, что 
резонансы в гелиеподобных ионах накапливаются у вещественных порогов. 

Изучению спектральных свойств оператора энергии атомных си-
стем посвящено много работ. Известен следующий общий результат: 
дискретный спектр оператора Шрёдингера системы из N электронов 
в поле ядра с зарядом Z конечен при условии Z^N—1 и бесконечен 
при Z~>N—1 [1]. В применении к нашему случаю N = 2 это означает, 
что отрицательный ион водорода (Z— 1) имеет конечный дискретный 
спектр (состоящий из одной точки—основного состояния [2]), и все 
остальные двухэлектронные ионы имеют бесконечный дискретный 
спектр, причем точки дискретного спектра накапливаются к началу не-
прерывного спектра [3]. 

В то же время свойства резонансных состояний рассматриваемых 
систем изучены не так полно. Например, остается открытым вопрос: 
имеют ли резонансы в гелиеподобных ионах точки накопления, и если 
да, то какие именно? В настоящей работе мы показываем, что, во-пер-
вых, сгущение резонансов в двухэлектронных ионах имеет место, и, во-
вторых, точками накопления резонансов являются вещественные поро-
ги системы. Гамильтониан гелиеподобного иона в приближении бес-
конечной массы ядра и без учета релятивистских эффектов имеет вид 
(в атомных единицах) 

где Гг-eR3 — радиус-векторы электронов относительно ядра с зарядом 
Z, /"i2=| i*2—rv|; Ai — лапласиан, действующий по координатам соот-
ветствующего электрона (i= 1,2). 

Таким образом, собственные значения Еп^ г при л 2 > 2 ле-
жат в непрерывном спектре, и наша задача состоит в изучении пове-
дения этих «утопленных» в непрерывном спектре собственных значе-
ний при включении V = l / r i 2 и определении параметров резонансов, по-
рожденных ими [3]. Д л я решения этой задачи нельзя применить обыч-
ную теорию возмущений, поскольку, во-первых, невозмущенное соб-
ственное значение лежит в непрерывном спектре, и, во-вторых, возму-
щенное собственное значение не лежит на действительной оси. Однако 

(1) 
Hq=K -f-Zv, hi = 

2 
Д , — 0 = 1 , 2 ) ; V = 

Г! 
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разработан метод (метод комплексных 'масштабных преобразований 
[3—8]), позволяющий обойти указанные трудности. Мы исходим из 
общепринятого определения резонанса как полюса аналитического 
продолжения резольвенты оператора Шрёдингера системы G (z) = (z— 
— Я ) - 1 на второй (нефизический) лист энергии [3—6]. В [3] с по-
мощью метода масштабных преобразований показано, что при включе-
нии взаимодействия между электронами собственные значения ^ ^ ( « ц 

оператора Я 0 переходят на второй лист энергии, становясь 
при этом полюсами резольвенты G<8)(z) = (z—Я (б ) ) - 1 несамосопря-
женного оператора Я (8) (8 — комплексный параметр масштабного 
преобразования), полученного из гамильтониана системы (1) в резуль-
тате масштабного преобразования, т. е. резонансными полюсами. Та-
ким образом, метод масштабных преобразований позволяет свести 
проблему определения значений резонансных параметров к задаче о 
возмущении собственных значений несамосопряженного оператора 
Яо(0) при включении взаимодействия V(i0). 

Первым этапом на пути к решению поставленной задачи является 
определение" области локализации резонансов изучаемой системы на 
втором листе энергии. Для этого мы используем метод комплексных 
масштабных преобразований [3—8]. Определим однопараметрическую 
группу U (0) унитарных преобразований пространства L2(R6) согласно 
формуле 

(U(Q)f){rlt г2)=ехр{30}, / (ехр {0} r l t exp{0}r2). 

При этом оператор Я0 преобразуется как 

H0(Q) = U(e)H0U- ( е ) = е х р { - 2 9 > ( - - 1 - Д 1 - - 1 - Д 1 ) + 

+ е х Р { — ( ~ " . 
\ Г! Тг J 

.а взаимодействие между электронами — как V(©) =. С/ (6) -VC/-1 (0) = 
= ехр{—0}У. Спектр оператора Яо(0) имеет вид [3] 

а ( Я 0 ( в ) ) = у { - • ^ - + Я , е х р { - 2 9 } | Х > 0 } U 

( Z2 Z2 

- и { — « — 

Отсюда, в частности, следует, что собственные значения ЕП1Пг «утоп-
ленные» в Oess (Яо), при комплексных 0 становятся изолированными 
собственными значениями. 

Прежде, чем переходить к построению области локализации резо-
нансов, отметим, что кулоновские потенциалы являются аналитически-
ми относительно масштабных преобразований в области О^Гт<0:<л:/2 
[3] и что такие аналитические свойства позволяют сразу ограничить 

область расположения резонансов в системах с парными кулоновскими 
силами следующими условиями: ER = Rez^.O, (1/2)Г==Гшг^О [7, 8]. 

Итак, рассмотрим уравнение Шрёдингера 

Я ( 0 ) ^ ( 0 ) = 2 ^ ( 0 ) , (2) 

причем параметр масштабного преобразования выберем чисто мни-
мым: 0 = tp, 0^р<л; /2 . Оператор Я(р) имеет вид 
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<W (p) I — L A x — L A2 + (cos P - X s i n p) ( — - — + • 
2 2 \ Ъ r2 |Y(P)>: 

Я(р) = е х р { - 2 ф } + 

+ exp { — ф } Г — — — — ^ . (3) V rx r2 rn / 

Без ограничения общности функцию Ч^р) можно считать нормирован-
ной на единицу. Тогда из (2) с учетом (3) получим 

(р) I - 4 - А , — L А 2 + exp { - i p } ( — - — — + - M f X 
l 1 \ rl г2 Г12 / 

X | ¥ ( р » = ехр{2*р}г. (4) 

Выделяя в (4) действительную и мнимую части, получим 
Z Z , J _ 

Гц 

— Re (exp {2z'p} z) — Я Im (exp {2гр} z), (5) 

где Я— произвольный положительный параметр, а параметр р может 
быть выбран сколь угодно близким к л/2. Записывая z в виде z = x+iy, 
л^О, у^.0 и устремляя в> (5) р к я/2, получим 

— - Я г / > lim ( ¥ ( р ) | ~ Ах А2 + (cosp—Л, sin р ) — | Ч (р)) > 
р-*я/2 2 2 ' т12 

> lim <¥(р)1— А12— (A.sinp--cosp) — | Y ( p ) ) > 
р-*Я/2 г12 

4-:(Xsinp—cosp)2] = — (6) 
4 J 4 

где —A12 — оператор кинетической энергии относительного движения 
электронов. В последнем неравенстве (6) использовано то обстоятель-
ство, что основное состояние —А—Я/г есть —Я2/4. Огибающая однопа-
раметрического семейства кривых —х+*Ху =—А2/4 есть парабола х = 
= — у 2 [9]. Следовательно, параметры резонансов в системе удовлетво-
ряют неравенству 

Х ^ - У 2 , (7;) 
т. е. все резонансы расположены в области второго листа, ограничен-
ной отрицательной действительной полуосью и параболой х = —у2. По-
путно заметим, что из (7) сразу следует верхняя оценка на полушири-
ны резонансов в двухэлектронных ионах: поскольку oess ( # ) = [—г2/2, 
оо), то для всех резонансов Т/2-^хг/У2. Отметим также, что вышеизло-
женный метод построения области локализации резонансов аналогичен 
методу, примененному в [10, гл. 12]. 

Следующий этап нашего исследования заключается в изучении во-
Z2 

проса о сгущении резонансов. Собственные значения ЕП1Пг— 
2 п\ 

zz 
(« ь п2>-2) оператора # 0 сгущаются к вещественным порогам 

> lim 
р-кгс/2 

2 п\ 
Z2 

системы, т. е. при я2->оо. Возникает естественный во-
2 л? 

прос, продолжают ли резонансы, порожденные собственными значе-
ниями Еп1пг при включении V, накапливаться у вещественных порогов. 
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Зафиксируем один из электронов в состоянии с главным кванто-
вым числом « i>2 , а второй поместим в состояние п ^ щ . Последнее 
условие позволяет определить отношение длин радиус-векторов элек-
тронов в виде малого параметра &==rjr2<g. 1. Отметим, что параметр 
е наиболее просто выражается в случае так называемых «круговых 
орбит», соответствующих орбитальным квантовым числам 1\ = п\—1, 
12 = п2—1 [11]: боровекие радиусы этих орбит n = «i2/Z, r2=n^!Zf и, 
следовательно, г — П\21п2

2. 
Включение взаимодействия между электронами приводит к сня-

тию вырождения у выбранного собственного состояния оператора Н0 с 
энергией ЕП1П2, т. е. оно порождает не один, а серию резонансов. Не 
ограничивая общности рассмотрения, дальше, не изменяя обозначений, 
будем считать собственное значение ЕП1пг невырожденным, поскольку 
всегда можно провести редукцию и разложить гильбертово простран-
ство состояний системы в прямую сумму подпространств невырожден-
ных состояний [3, 6]. 

Ясно, что расположение резонансов на втором листе должно за-
висеть от выбора пх и п2. Покажем, что это действительно так. Запи-
шем гамильтониан (1) в следующем виде: 

H=H0+V- я„=—bAi— 
2 2 п г2 ( 8 ) 

\ Н } гхг 

Учитывая, что r2
12 = ri2 + r2

2—2/y-2cos срг где ,<р= (гь г2), а также вспом-
нив определение е, для потенциала V получим V=$lr\2, где Р = 1 — 
—rjSl—2ecoscp-i-e2—параметр, меняющийся в интервале [—е, Е]. 
Повторяя цепь рассуждений (2) — (7) в применении к гамильтониану 
(8) с наибольшим значением (3 (|3 = е), получим следующее условие на 
параметры резонансов, порожденных собственным значением 

* « . » . < ( 9 > 
Теперь мы готовы к доказательству основного результата работы. 

Т е о р е м а . Резонансы, порожденные «утопленными» в непрерыв-
ном спектре собственными значениями оператора Н0, при фикси-
рованном п\. и п2-^оо накапливаются у вещественного порога ЕП1«> — 
= —Z2/(2/2f). 

Доказательство: Развивая в (8) теорию возмущений Рэлея—Шрё-
дингера [3] по для положения резонанса на втором листе 
получим аналитический ряд 

*».».= • ~ ~ — г 1 + + а2Ра + • • •, 
2п\ 2п\ 

причем коэффициент щ веществен. Следовательно, для каждого П\>-2 
всегда существует такое N2<оо, что для всех n2>N2 резонанс гПгП2 за-
ведомо попадает в полукруг с центром в точке ЕП1 « ,=—Z 2 / (2n\) и ра-
диусом R(e), конец которого проходит через точку параболы (9), имею-
щей абсциссу Enint, т. е. Я(е) = [(ЕП1оо — ЕП1Щ)2-\-е2|£„1П21]1/2. Легко ви-
деть, что lim R(&) — 0, так как при оо е->-0, а Еп^-*ЕП1<Х1. Теорема 

П2-*-ос 
доказана. 
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ЖЕСТКОЕ Р О Ж Д Е Н И Е ОЧАРОВАННЫХ КВАРКОВ 

А. П. Крюков, Д. А. Славнов 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

Рассматривается процесс рождения очарованных частиц в протон-протонном 
столкновении. Приводятся результаты аналитических вычислений на ЭВМ сечения 
главного подпроцесса — глюон-глюонного рождения очарованной пары кварков. По-
казывается, что основной вклад в сечение дают диаграммы третьего порядка теории 
возмущений. 

В настоящее время как в теоретическом, так и в эксперименталь-
ном плане интенсивно изучается процесс рождения очарованных ча-
стиц в адронных взаимодействиях. Расчеты [1—3] в рамках КХД в 
низшем порядке теории возмущений довольно плохо согласуются с 
экспериментом. 

В данной работе показывается, что согласие между теоретически-
ми и экспериментальными результатами значительно улучшается при 
учете следующего (третьего) порядка по эффективной константе взаи-
модействия a s . Практически такие расчеты осуществимы только на 
ЭВМ. Сейчас уже имеется несколько работ [4—7], в которых сооб-
щается о такой деятельности. В отличие от них мы помимо константы 
<xs использовали еще один параметр малости и выделили главный 
вклад по этому параметру. В. результате возникли очень большие 
упрощения и нам удалось получить сравнительно компактное аналити-
ческое выражение для сечения подпроцесса рождения очарованных 
кварков. 

Здесь приводятся результаты наших расчетов на ЭВМ в системе 
аналитических вычислений REDUCE [8] сечения глюон-глюонного 
рождения очарования {gg^-CCg). Этот подпроцесс дает основной 
вклад в сечение рождения очарованных частиц в протон-протонном 
столкновении. Ранее в работе [9] такого типа результаты были полу-
чены для глюон-кваркового рождения очарования. 

Типичные диаграммы Фейнмана, ответственные за глюон-глюонное 
рождение очарования, изображены на рис. 1. Формально диаграммы 
второго порядка (рис. 1,а) соответствуют случаю, когда в конечном 
состоянии присутствуют только два партона. Однако в силу того, что 
глюоны имеют нулевую массу, этот процесс физически неотделим от 
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