
Здесь Еп, сР—собственные значения операторов Н,5й; n),Vnm — 
— {n\V\ т). 

Нетрудно показать, что положительность 'величины тв обеспечи-
вает положительную определенность производства энтропии. Действи-
тельно, с учетом (16) уравнения движения для плотностей аддитивных 
интегралов движения и сверхтекучего импульса р имеют вид 

t a ^ - V & A - b * - * 2 — - . P = VPo-V> 

Тогда для плотности энтропии а, определяемой формулой а=—<о-Ь 
+ Ya&a, получим уравнение 

у2 
а + d iv crvn = = р п > 0 . 

У о ts 
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О НЕКОТОРЫХ АПРИОРНЫХ ОЦЕНКАХ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

НЕЛИНЕЙНОЙ ДИФФУЗИИ 

А. В. Щепетилов 

(кафедра математики) 

Рассматривается краевая задача для квазилинейного параболического уравнения, 
описывающая процесс цементации при закалке стального образца. Проведено срав-
нение ее решения с решением аналогичной линейной задачи. Показано, что за счет 
выбора коэффициента диффузии, граничных и начальных условий в линейном слу-
чае можно получить двухстороннюю оценку решения нелинейной задачи через реше-
ния линейной. 

1. Одной из составных частей процесса термической обработки 
стали является цементация, представляющая собой диффузионное про-
никновение углерода внутрь железного образца при температурах по-
рядка 1000°С [1]. Задача , описывающая этот процесс, имеет вид 
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\ ] Д ( и ) ^ - Л | ! = Р ( х ) ( и - С ( 0 ) , (x, t) e Г Г \ Г 0 , (2) 
dxt 

i 

u(x, 0)=я])(х), x e f i , (3): 

где и—концентрация углерода в образце, занимающем область Q c z R 3 , 
QT=Q х (О, Т), r 0 = Q r n { ( x , 0)}, t = 1 , 2 , 3 , Г г—граница QT без точек, 
(х, Т), D — коэффициент диффузии, {ti\, п2, Пз} — внутренняя нормаль,, 
C ( t ) — к о н ц е н т р а ц и я углерода на границе образца. Будем предпола-
гать, что Q—односвязная ограниченная область с гладкой границей 
(например, класса Н2+а [2 ] ) . Математическое моделирование управ-
ления процессом цементации связано с многократным решением зада-
чи (1) — (3) при различных C(t) в рамках алгоритма минимизации не-
которого целевого функционала. 

В этой связи представляет интерес сравнение решения задачи 
(1) — (3) с решением задачи (4) — (6) с постоянным коэффициентом 
диффузии М, который будет выбран ниже: 

"о (x,t)^QT, (4) 
La dxi 

M 

dt U дх? 

dv (v-C(0), (X, t) cs Г г \ Г 0 , (5> 

t)(x, 0 ) = ^ ( x ) , x e Q. (6) 

Теорема сравнения решения квазилинейных параболических уравне-
ний и неравенств с первыми краевыми условиями получена в [3]. 
В [4] изложена методика сравнения решений квазилинейных парабо-
лических уравнений с первыми краевыми условиями, использующая 
априорные оценки второй пространственной производной. Целью на-
стоящей работы является распространение результатов такого рода 
на частную задачу (1) — (3) с краевыми, условиями третьего рода. Ко-
эффициент диффузии для процесса цементации хорошо аппроксими-
руется выражением вида D(u)=a+bu, а>0, Ь>0. Такой коэффициент 
диффузии и будет фигурировать всюду в дальнейшем. 

2. Д а л е е будет использована следующая теорема, являющаяся мо-
дификацией теоремы сравнения параболических неравенств из [5] . 

Т е о р е м а 1 
Пусть v(x,t), w{x,t)^C2^t(QT),w, VZEC(QT) и пусть F{x, t, p, piy. 

Pu), i, / = 1 , 2, 3, обладает ограниченной постоянной Липшица по трем 
последним аргументам и непрерывна по х и t в области Е, содержащей 
замыкание множества точек (х, t, р, ри рц), в котором 

M e «г , р е (о, «4, - f = - V й / е М * - , ^ Ь - ) . \ OXi OXi } V OXiOXj OXiOXj ) 

Предположим, что dF/dphk — положительная полуопределенная матри-
ца. Если 

dv ^ г /' , dv d2v \ , ~ 
1 r > F {*><•*' 
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< F СК. о e Q r . р> dif \ oXi axidxj ] 

v(x, t)>w(x, t), (x, f ) e r o v (8) у)<1]1гЛг+Т1(х'i% (x' ГгЧГ°' (9) 
i

 1
 i 

где rj ( . , . , . ) — п р о и з в о л ь н а я функция, обладающая ограниченной по-
стоянной Липшица по третьему аргументу, изменяющемуся в Е. Тогда 

v(x, t)^w(x, t), (х, t)ezQT. 

3. Будем предполагать, что в условиях задач (I ) — (3) и (4) — (6) 
£ ( х ) имеет непрерывную по Гельдеру с показателем а производную, 
C(t) и C(t) непрерывны по Гельдеру с показателем а/2 и выполнены 
условия согласования граничных и начальных данных: 

0)), x e S , 

М 

Эти условия обеспечивают согласно {2] однозначную разрешимость в 
классическом смысле задач (1) — (3) и (4) — (6). Кроме того, для за-
дач (1) — (3) и (4) — (6) справедлив принцип максимума, поэтому су-
ществует постоянная q, определяемая только максимумами функций 
С, С, -ф, -ф, такая, что выполнено неравенство 

и(х, О, V(x, О <<7, (x,t)esQT. (10) 

4. Л е м м а 
Пусть и(х, t)—решение задачи (1) — (3) и выполняются неравен-

ства 

d C ( t ) > 0 , t t = ( 0 , T ) . (11) . 
dt 

Тогда 

• — > 0 , ( x , f ) e = Q r , 
at 

£ D (и) - | L Щ=P (X) (и—С (0) < о, (X, t) €E Г г \ Г 0 . 
i 

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1 
из работы [4, гл. 5] с учетом теоремы 1 и условия (11). Рассмотрим 
z(x, t): 

Ъ 
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<D осуществляет взаимно-однозначное монотонное отображение [0, оо) 
на себя. Поскольку ! 

ди __ D(q) '; dz 
dXi Уф + 2bD (q~z dxt ' 

D{u)=a + bu=V* + 2 bD (q) z, 

л удовлетворяет задаче (13) — (15): 

(13) 
f d x i 

D(q) J ] [ - ~ / » i = P ( W ( ® ( z ) - C ( 0 ) , (x, t)z= Г У \ Г 0 , (14) 
i 

z(x, 0 ) = ф ~ ' ( $ ( 4 : х е й . (15) 

Т е о р е м а 2 
Пусть для задачи (1) — (3) выполнены условия леммы. Функции, 

^входящие в постановку задач (1) — (3) и (4) — (6), удовлетворяют ус-
л о в и я м 

С ( 0 > С (0, ^ (x )> i |> (x ) , M—D (q). (16) 

Тогда 

о 

Доказательство 

i 1 i 

-fJCit) M j L = £ D(я) ~ nt-$v > 
i i 

iaA dxi Jj 

m силу условий (10), (12), (16). Если ди/dt^ 0, то и dz/dt> 0, а значит, 

(18) 
dt Li дх2 !" L . дх2 ^ > 

I 1 i 1 

z (х, 0 ) = Ф " 1 (г|> (х)) < $ (х) < $ (х). (19) 

"Условия (17), (18), (19) обеспечивают выполнение условий (9), (7), 
(8) соответственно по отношению к задачам (4) — (6) и (13) — (16), 

т д е в качестве F выступает 

F(ptj)=M £ P i i . 
i 
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З н а ч и т , 

z ( x , (х, /), (x, t)<=QT, 

u = 0 ( z ) < Ф a) . 
ь 

А н а л о г и ч н о д о к а з ы в а е т с я и с л е д у ю щ а я т е о р е м а . 
Т е о р е м а 3 
П у с т ь д л я з а д а ч и (1) — (3) в ы п о л н е н ы у с л о в и я л е м м ы . К р о м е т о -

го, в ы п о л н е н ы н е р а в е н с т в а 

С ( 0 < С ( 0 , 

М=а. 

Т о г д а 

— (]/а2 + 2bav—a) < u, (x,<)eQr. ь 

Т а к и м о б р а з о м , о б о з н а ч а я р е ш е н и е з а д а ч и (4) — (6) при у с л о в и я х т е о -
р е м ы 2 ч е р е з vq, а п р и у с л о в и я х т е о р е м ы 3 — ч е р е з и а , п о л у ч а е м 

— (V^+2bava—a) < и (х, 0 < — ( / а 2 + 2Ш(<?)£/ ,—а) . 
6 4 ь 

В з а к л ю ч е н и е а в т о р в ы р а ж а е т с в о ю п р и з н а т е л ь н о с т ь п р о ф . В. Б . Г л а с -
ко з а п р е д л о ж е н н у ю з а д а ч у и п о м о щ ь в р а б о т е . 
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ФЕРМИОНЫ В ПОЛЕ ААРОНОВА—БОМА: РАССЕЯНИЕ И СПИНОВЫЕ 

ЭФФЕКТЫ 

Д. В. Гальцов, С. А. Воропаев 

(кафедра теоретической физики) 
Рассматриваются особенности рассеяния квантовых релятивистских частиц со-

спином 1/2 в калибровочном поле Ааронова—Бома. С этой целью используется мо-
дель соленоида радиуса а с последующим предельным переходом a-vO, причем со-
храняется магнитный поток. Показано, что существует воздействие электромагнитного 
потенциала на начальное спиновое состояние частицы. 

И с с л е д о в а н и е м а т е м а т и ч е с к о й с т р у к т у р ы к в а н т о в о й т е о р и и п о к а -
з а л о , что е с л и с и с т е м а 5 л о к а л и з о в а н а в т о п о л о г и ч е с к и н е т р и в и а л ь -
н о м м н о г о о б р а з и и М , то н е к о т о р ы е н а б л ю д а е м ы е ф и з и ч е с к и е в е л и ч и -
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