
З н а ч и т , 

z ( x , (х, /), (x, t)<=QT, 

u = 0 ( z ) < Ф a) . 
ь 

А н а л о г и ч н о д о к а з ы в а е т с я и с л е д у ю щ а я т е о р е м а . 
Т е о р е м а 3 
П у с т ь д л я з а д а ч и (1) — (3) в ы п о л н е н ы у с л о в и я л е м м ы . К р о м е т о -

го, в ы п о л н е н ы н е р а в е н с т в а 

С ( 0 < С ( 0 , 

М=а. 

Т о г д а 

— (]/а2 + 2bav—a) < u, (x,<)eQr. ь 

Т а к и м о б р а з о м , о б о з н а ч а я р е ш е н и е з а д а ч и (4) — (6) при у с л о в и я х т е о -
р е м ы 2 ч е р е з vq, а п р и у с л о в и я х т е о р е м ы 3 — ч е р е з и а , п о л у ч а е м 

— (V^+2bava—a) < и (х, 0 < — ( / а 2 + 2Ш(<?)£/ ,—а). 
6 4 ь 

В з а к л ю ч е н и е а в т о р в ы р а ж а е т с в о ю п р и з н а т е л ь н о с т ь п р о ф . В. Б . Г л а с -
ко з а п р е д л о ж е н н у ю з а д а ч у и п о м о щ ь в р а б о т е . 
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ФЕРМИОНЫ В ПОЛЕ ААРОНОВА—БОМА: РАССЕЯНИЕ И СПИНОВЫЕ 

ЭФФЕКТЫ 

Д. В. Гальцов, С. А. Воропаев 

(кафедра теоретической физики) 
Рассматриваются особенности рассеяния квантовых релятивистских частиц со-

спином 1/2 в калибровочном поле Ааронова—Бома. С этой целью используется мо-
дель соленоида радиуса а с последующим предельным переходом a-vO, причем со-
храняется магнитный поток. Показано, что существует воздействие электромагнитного 
потенциала на начальное спиновое состояние частицы. 

И с с л е д о в а н и е м а т е м а т и ч е с к о й с т р у к т у р ы к в а н т о в о й т е о р и и п о к а -
з а л о , что е с л и с и с т е м а 5 л о к а л и з о в а н а в т о п о л о г и ч е с к и н е т р и в и а л ь -
н о м м н о г о о б р а з и и М , то н е к о т о р ы е н а б л ю д а е м ы е ф и з и ч е с к и е в е л и ч и -
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®ы S будут «чувствовать» глобальные свойства М [1—3]. Одним из 
первых указаний возможности такого «топологического» воздействия 
на квантовые процессы было открытие Аароновым и Бомом в 1959 г. 
особой роли электромагнитных потенциалов в квантовой механи-
ке [4] . 

Наиболее ярким проявлением эффекта Ааронова—Бома является 
возникновение расходящейся цилиндрической волны при рассеянии 
квантовой частицы на бесконечно тонком соленоиде, содержащем маг-
нитный поток <P=const. Движение происходит в области пространства, 

"тде напряженности внешнего электромагнитного поля Е и Н равны 
нулю,- но вектор-потенциал А№ отличен от нуля. Математически рассе-
я н и е обусловлено тем, что вмещающее многообразие M=R3—R1 обла-
д а е т нетривиальной топологией [5]. 

Д о настоящего времени исследовался процесс указанного выше 
т и п а только для квантовой нерелятивистской частицы. Дифференци-
альное сечение рассеяния (на единицу длины соленоида) в данном 
•случае определяется выражением [4] 

, ч sin2 (яб) 1 . а(ф)— 1—> (1) 
2як cos2 (ф/2) 

г д е ф — угол в цилиндрической системе координат, ось OZ которой со-
в п а д а е т с осью соленоида; б — дробная часть Ф/Ф0 , где Ф=2Tthc/e0 — 
квант магнитного потока. (Предполагается, что рассеиваемая частица 
первоначально двигалась вдоль линии отсчета ф и ее движение харак-
теризуется волновым вектором к.) 

В настоящей работе изучается рассеяние квантовой релятивист-
ской частицы со спином 1/2 (дираковский электрон) в аналогичном 
калибровочном поле. Учет спина в эффекте Ааронова—Бома произво-
дится с помощью «регуляризованной» модели: рассматривается соле-
ноид конечного радиуса а с последующим предельным переходом а - > 

•—•О и сохранением магнитного потока ® = c o n s t . Показано, что в нере-
лятивистском пределе (электрон Паули) дифференциальное сечение 
рассеяния принимает вид (1), но будет существенно зависеть от ори-
ентации спина частицы относительно оси соленоида. 

Движение частицы в нашем случае описывается уравнением Ди-
р а к а 

m-^-Wir, t)=HDW(r,t), (2) 
at 

где HD—c (dP) -f p3Mc2, P = p - f ( e 0 / c ) A— «удлиненный» оператор им-
пульса; A — вектор-потенциал магнитного поля соленоида, а е0, М — 
абсолютный заряд и масса электрона [6]. Введем цилиндрическую си-
стему координат (р, ф, z), ось OZ которой совпадает с осью соленоида 
л сонаправлена напряженности Н магнитного поля внутри него. Тогда 

- ^ - Я р , р < а , 

(3) 
Ф 1 ^ 

, Р > а . 
2 я р 

Уравнение (2) эквивалентно следующей системе дифференциаль-
ных уравнений [6]: 

| (Е + Мс2) WU3-c (Рх- (Ру) 4 ^ 4 , 2 = 0 , ( 4 ) 

1 (Е + Мс*) Чгл~с (Рх + iPy) Узл + с Р Д 4 , 2 = 0 , 

А — ефДф (р), где Лф(р) = 
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где 

Р х =F i P y M ~ m exp Ар> =F / ( - j 
Р ^Ф 

_£о_ 
Лс 

Л (P) 

Здесь мы предположили, что возможно стационарное решение для; 
волновой функции в виде 

У(г , 9 = е х р { — / e _ j l / j ¥ ( r ) ; 

в дальнейшем берется е = 1 (электрон), а t '= l , 4, — спинорные ком-
поненты 'Ф'(г). 

Будем искать решение (4) в виде 

+0О 
¥ (г)=CN exp {iK3z} ^ Ст exp {imq>} 

R\m) exp{—/ф} 

M m , ( p ) 

М т ) ( Р ) е х р { - / ф } 

v M m ) ( p ) 

(5> 

где CN фиксируется нормировкой, Cm определяется «асимптотиче-
ским» поведением волновой функции при р->-оо. 

Подставляя Ч'(г) в виде (5) в систему уравнений (4) и учитывая, 
зависимость Лф(р) (3), получаем 

1) при р ^ а 

Rm (р) = С 3 ,1 I А\т
х 

| m ~ 1 | + m + 1 ; 1 + 1 т 
2 1 1 | : Е ) ] -

(б> 

Ri!? ( p ) = Q , 2 

где 

; = 7 Р 
е0Н 1 = (£ ) 2 — (Мс2)2— (Кз}2 

' / л. \ п » 

\т\ + т \ + \т\-,Ъ 

2 ch (<й)2 4у 

Ф (а; Ь\ х) = Н х 
ь 

а(а+ 1) 
Ь(Ъ+\) 2! 4 - + . 

— вырожденная гипергеометрическая функция [7]; 
2) при р > а 

Rif (р) = С з , 1 [ J r (kp) + НИ> ( (kp) ] 
т—1 т—1 

(т) тт( 1) 

R[f (р) =С4,2 [У^ (кр)+В\У Н£> (kp)], )(m) rr(l) 
(7> 

где k2=[(E) — (Мс2)2—Kl]!(cnf\ Jv(x), H{
v
l) (х)— функции Бесселя и 

Ханкеля первого рода соответственно (7], a m = m + f и / = Ф / Ф 0 . В вы-
ражениях (6) и (7): Ci — спиновые коэффициенты, «подправляемые» 
условием асимптотического поведения волновой функции (см. (8 ) ) ; 

В\т)— коэффициенты, определяемые сравнением указанных 
выше решений для волновой функции на границе соленоида в точке-
р=а. 
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Будем предполагать, что "Ф"(г) имеет следующий вид при р->-оа: 

V (г) | - ^ j ехр {/ (кг)} + f (Ф) ^ р ! ехр { В Д . 

Пользуясь известными формулами при Jv(x) и HvW(x) при х-^-оо [7],. 
получаем 

С т = е х р { ш ( я — ф ± ) } е х р J — i ~ \т\ J , 

С 2 > 4 = С 2 , 4 , (8> 

C 3 ( i = e x p ^i~(\rk \ — \ т— 1 i ) | ехр {i ( я—9i )}Ci , 3 , 

где к — волновой вектор рассеиваемой частицы и в цилиндрической 
системе координат, 

(к • г ) = k p cos (Ф—ф±) + /С32; 

С{ — точные коэффициенты, характеризующие начальное спиновое со-
стояние электрона. 

В предельном случае бесконечно тонкого соленоида при (ka)2~>-О 
условие непрерывности радиальной волновой функции и ее первой про-
изводной в точке р=а показывает, что 

Я Й ^ ^ а ) 2 ^ - 1 ! - ^ Vm, 

= 0 Vm, кроме б, (9> 

Вгл = i sin (яб) ехр {шб}, т = б . 

Учитывая значения Ст (8) и B|m ) (9), получаем следующий асимптоти-
ческий вид W (г) (ф=^фл., 6 = я — ф ± + ф): 

¥ ( г ) | р _ ^ ¥ ( Г ) 1 п + ¥(Г)зА
с
б, 

где 

m n = ^ e x p { ; ( k r ) } | С* |ехр{//е> (10) 

\ c j 
— «падающая» свободная волна; 

¥ (r)s
A

c
B= " ехР {^Р} ехр { — Ш } ехр J * J sin (яб) х 

fCl 
ехр {й/2)3 / сг [2 ехр {г'6/2} cos (0/2)— 1] 

Х cos(9/2) С 3 
\ С 4 [2 ехр {£0/2} cos (6/2)— 1] 

— рассеянная цилиндрическая волна, обусловленная эффектом Ааро-
нова—Бома ( N — целая часть / ) . Выражение ¥ (г)^с

Б в (10) дает нам 
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точное общее значение амплитуды рассеяния дираковского электрона 
на бесконечно тонком соленоиде д л я произвольных значений энергии 
JE и волнового вектора к частицы. Сравнивая 4 / , ( r ) i n и ¥ (r)sc , легко 
заметить, что в общем случае 0 спин при рассеянии не сохраняется. 

Рассмотрим в а ж н ы й частный случай, когда Е-^Мс2+е, т. е. нере-
лятивистский электрон Паули. Будем различать спиновые состояния 
частицы по ориентации спина вдоль (против) оси OZ — £ = + 1 ( — 1 ) . 
Тогда, если скорость движения частицы v-^c : 

[ | C 2 j 2 - | C 3 | a - | C j a - o [ ^ ) 2 ] при + i 

(И) 

I C J 2 ^ IС312 = при £ = - 1 . 

И з вида ¥ (r)fc
B (10), учитывая значения С; (11), получаем следую-

щ и е в ы р а ж е н и я д л я дифференциального сечения рассеяния: 

1 + 0 р Ц ] при + 
АБ ^ 2я [ cos2 (ф/2) \ М с 2 Л 

1 < f J L _ \ I при 5 = - 1 . АБ 2л [cos2 (ф/2) \Мс2 J J Г 

(Здесь мы положили ф_,_=я, т. е., к ак и в работе [4] , рассеиваемая ча-
стица движется вдоль линии отсчета ф, см. (1).) 

Мы видим, что д л я нерелятивистского электрона начальное спи-
новое состояние не разрушается под воздействием эффекта Аароно-
в а — Б о м а , но дифференциальное сечение рассеяния меняется в зави-
симости от ориентации спина относительно оси соленоида. Величина 
<^°БЧф) — с р е д н е е от о<+>(ф) и ог^>(ф)— будет характеризовать диф-
ференциальное сечение рассеяния (на единицу длины соленоида) не-
поляризованной частицы на магнитном потоке i[8]: 

0(О) 1 / 1 + cos2 (ф/2)'), 
2nk cos» (ф/2) \ Мс2 / ) ' 

что отличается от формулы А а р о н о в а — Б о м а (1) множителем (1 + 
- f [e / (Afc 2 ) ] cos2 (ф /2) ) . Этот множитель — поправка к полученному ими 
в ы р а ж е н и ю д л я случая рассеяния бесспиновой квантовой нереляти-
вистской частицы, учитывающей спин электрона. Полное рассмотре-
ние проблемы учета спина в эффекте А а р о н о в а — Б о м а в общем виде 
требует привлечения формализма матрицы плотности д л я смешанного 
спинового состояния электрона [8] , что будет представлено в следую-
щей работе. 
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ОБ ОСНОВНОМ СОСТОЯНИИ ДВУМЕРНОГО ГАЗА ЭЛЕКТРОНОВ 

В КВАНТУЮЩЕМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

В. Р. Халилов 

(кафедра теоретической физики) 

Показано, что энергия Ферми двумерного газа электронов в магнитном поле 
квантована. Получены приближенные формулы для энергии основного состояния элект-
ронов в слабом и сильном магнитном полях с учетом взаимодействий между ними при 
нулевой температуре. Из полученных результатов следует, что в зависимости от со-
отношения между параметрами задачи (плотность электронов, напряженность маг-
нитного поля, орбитальный момент относительного движения) в системе электронов 
могут происходить фазовые переходы. Найдена простая формула, связывающая сте-
пень заполнения уровня Ландау в сильном магнитном поле с орбитальным моментом 
пары электронов. 

В последнее время получен целый ряд важных результатов, даю-
щих ключ к решению задачи о движении двумерного газа электронов 
в сильном (квантующем) магнитном поле, которое, по-видимому, даст 
возможность адекватно описать интереснейшее квантовое макроскопи-
ческое явление — квантовый эффект Холла — и его связь с фундамен-
тальными принципами квантовой физики. Здесь нам хотелось бы об-
ратить внимание на некоторые новые стороны этого явления, которые, 
кажется, еще не обсуждались в литературе. 

1. Квантование энергии Ферми двумерного газа 
Рассмотрим двумерный газ электронов в сильном магнитном по-

ле, предполагая, что его полный заряд нейтрализуется однородным по-
ложительным фоновым зарядом. Энергия Ферми электронного газа 
определяется плотностью электронов в плоскости движения 

где N — полное число электронов, L2 — занятая ими площадь, m — 
масса электрона, p F — импульс Ферми. 

Энергетические уровни электрона в магнитном поле напряженно-
сти Н (уровни Л а н д а у ) , направленном перпендикулярно плоскости 
движения, выражаются формулой 

где t o = е Н / ( т с ) — ц и к л о т р о н н а я частота, причем каждому значению 
главного квантового числа п соответствует 
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ЕР = Ру2т=2jxftW/(mL2), (1) 

Еп=Ы(п+1/2), (2) 

А=еН[*/(2пПс) (3) 
состояний; А — кратность вырождения уровня. 

Используя (1) и (3), представим энергию Ферми в виде 

EF=tl GOV, (4) 
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