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О НЕЛИНЕЙНЫХ НЕЛОКАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ В ТЕОРИИ ВОЛН. 

I. УРАВНЕНИЕ УИЗЕМА 

П. И. Наумкин, И. А. Шишмарев 

(кафедра математики) 

Дан обзор физических задач, приводящих к нелинейным нелокальным уравне-
ниям (ННУ). Рассмотрены следующие вопросы: локальное и глобальное во времени 
существование решений ННУ, разрушение решений за конечное время, оценка време-
ни существования решений, сглаживание со временем разрывных начальных возмуще-
ний, построение обобщенных решений. 

§ 1 . В в е д е н и е 

Современная математическая физика — это почти исключительно 
математическая теория нелинейных моделей — уравнений, описываю-
щих разнообразные физические процессы. Наряду с классическими мо-
делями нелинейной гидродинамики, точно решаемыми с помощью ме-
тода обратной задачи рассеяния нелинейными уравнениями (см. {1— 
5]) , интенсивно развиваемой теорией нелинейных структур [6], в пос-
леднее время значительный интерес исследователей приобрела также 
теория нелинейных нелокальных уравнений (ННУ), обсуждению ко-
торой и посвящен настоящий обзор. Хотя в физической литературе и 
ранее встречались ННУ (см., напр., [7]), внимание к математическим 
аспектам этих уравнений впервые (1967 г.) привлек Дж. Уизем [8, 
9]. Он предложил следующее весьма общее нелинейное нелокальное 
уравнение: 

оо 
щ-\-иих+ § k(x—s)us(s, t)ds=0. (1): 

—оо 

Это уравнение объединяет в себе характерный для волн на воде нели-
нейный член иих и интегральный член, описывающий полную диспер-
сию линейной теории. 

Дисперсионное соотношение для уравнения Уизема (1) равно 
фурье-образу ядра k(л;): 

оо , 
0) (* с{р)——~ \ k (%) ехр (—ipx}dx (2) 

ОО ' ' . 
( 

и может быть взято произвольным при подходящем выборе k{x). 
Ввиду этого уравнение (1) содержит обширный класс различных нели-
нейных уравнений, чрезвычайно интересных для физических приложе-
ний. Так, если с(р)=—ip, получаем уравнение Бюргерса [10]: щ + 
+ иих—Uxx—О; если с(р)=—р2, то — уравнение Кортевега—де Фриза 
[11]: щ+иих + иххх=0', если с ( р ) = — \ р \ , то приходим к уравнению 

оо 

Бенджамена—Оно [12, 13]: ut-\-uux + — v. р. С Uss (s' ty ds=0; если 
Я J X — s 

—oo 
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t(p)~—p(cth26p— l / (25p)) , получаем так называемое «промежуточ-
ное» уравнение, или уравнение Джозефа [14, 15]: 

оо 

00 
(3) 

{Интеграл понимается в смысле главного значения.) 
В дальнейшем будет показано, что при различных ядрах k(x) 

нелинейное нелокальное уравнение Уизема (ННУУ) описывает все 
характерные свойства волновых процессов: заострение волн, опроки-
дывание волн за конечное время при достаточно большой начальной 
крутизне, глобальное во времени существование волн, сглаживание 
с течением времени разрывных начальных возмущений. Кроме того, 
при разных ядрах k(x) уравнение (1) описывает как консервативные 
процессы, так и процессы, связанные с диссипацией или накачкой 
энергии. 

Перечислим вначале ряд физических задач, приводящих к ННУ. 
В теории поверхностных волн на воде широко известны [16, 17] 

уравнение Бюргереа т+иих—vuxx—0 и уравнение Кортевега—де Фри-
за (КдФ) ut-buux + auxxx=0. Оба они содержат нелинейный фактор 
теории мелкой воды иих, и в уравнении Бюргереа присутствует член 
—vuxx, описывающий простейшую диффузию (диссипацию), а в урав-
нении КдФ — слагаемое аиххх, описывающее простейшую дисперсию. 
Эти уравнения находят широкое применение в различных разделах 
физики, им посвящена обширная литература [1—4, 9, 18, 19]. Как от-
мечалось выше, оба эти уравнения являются частными случаями 
ННУУ (1): для уравнения Бюргереа ядро k(x) равно k(x)=—v8'(x), 
а для КдФ k(x)=a6"(x), 6(х) — дельта-функция Дирака. 

Большой интерес для физики представляет и объединение этих 
двух уравнений, так называемое уравнение Кортевега—де Фриза— 
Бюргереа: 

ut + uux+uxxx—uxx = 0. • (4) 

Оно возникает, например, в нелинейной акустике для смеси жидкости 
с пузырьками газа [20—26]. 

Уравнение Бенджамена—Оно [12, 13] 

описывает внутренние длинные волны в стратифицированной жидкос-
ти бесконечной глубины. 

«Промежуточное» уравнение, или уравнение Джозефа (3) [14, 27, 
28], описывает длинные внутренние волны в стратифицированной 
жидкости конечной глубины б. При 8 - й ) уравнение (3) переходит 
в уравнение КдФ а при 8-мх> оно приводится к уравнению Бенджа-
мена—Оно (это свойство объясняет название уравнения). К уравне-
ниям (3), (5) применим метод обратной задачи рассеяния, и теория 
этих уравнений значительно развита (см. [29—35]). 

Сам Дж. Уизем, изучая поверхностные волны, предложил уравне-
ние (1) в качестве модельного уравнения, пригодного для описания 
таких характерных явлений на воде, как эффекты заострения и опро-

оо 

(5) 
— 00 
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кидывания волн. Хорошо известно, что уравнения Бюргерса и КдФ 
эти эффекты не описывают. Дж. Уизем высказал гипотезу [9, с. 460]* 
что уравнение (1) с ядром kg(x), отвечающим дисперсионному соотно-
шению точной потенциальной теории волн на воде, имеет решения, 
опрокидывающиеся за конечное время. В этом случае дисперсионное 
соотношение имеет вид c(p) = [{g/p)th kh0]1/'-g, h0 — постоянные; 
ядро Kg (х) симметрично, экспоненциально убывает на бесконечности 
и Имеет в нуле особенность порядка | х | - 1 / 2 . Ниже будет показано, что-
гипотеза Дж. Уизема оказалась справедливой. 

С. Лейбовиц [36] вывел уравнение 

—се 

для описания аксиально-симметричных длинных волн малой амплитуды 
в невязкой несжимаемой, радиально бесконечно протяженной враща-

д2 1 ющейся жидкости. Ядро k(x)^= , этого уравнения не име-
дх2 ух2 + В2 

ет особенности в нуле (£=^0) (является регулярным в отличие от 
приведенных выше уравнений). 

Ю. JI. Климонтович в работе [7] предложил следующее уравне-
ние магнитной гидродинамики для неизотермической бесстолкновитель-
ной плазмы: 

00 

ut-\-uux-\-c I Ко(\х—S\)us(s, i)ds=0, (7) 
—оо , 

и — скорость ионов, Ко — функция Макдональда нулевого порядка, 
c=const . 

Помимо упомянутого выше уравнения КдФ—Бюргерса в нелиней-
ной акустике для смеси жидкости с пузырьками газа встречаются и 
другие уравнения, являющиеся частными случаями ННУУ (1), напри-
мер, предложенное Ю. А. Кобелевым и JI. А. Островским [37] и 
В. Е. Накоряковым и И. Р. Шрейбером [38] уравнение 

X 
ut + аиих + уи + б С "s jjii> ds—0, 

J Сух - s 

и — акустическое давление в пузырьках газа, а, р, у, б — константы. 
Учет совместного действия нелинейности, диссипации и релакса-

ции, обусловленных молекулярной вязкостью и наличием растворенных 
солей в океане, приводит к следующему ННУ: 

оо 

и +аиих + Рихх + у-£- ^ exp J ^-(x—s)J «S(s, t)ds=Q, (8) 
—ос 

полученному О. В. Руденко и С. И. Солуяном [23], и — скорость час-
тиц в волне; а, р, у, б — константы. К этому же уравнению пришел 
Дж. Энгельбрехт [39, 40], рассматривая математические модели не-
линейной эластичности вязкоупругих сред. Он изучал также уравнение 
(8) в случае, когда ядро k(x) состоит из суммы экспонент. 
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Другой характер нелинейности представлен в 
кальном уравнении Шрёдингера (ННУШ): 

нелинейном нело-

щ-\-иги*-\- § k(x—s)u(s, t)ds—0, (9) 
— оо 

описывающем эффекты самофокусировки плоских монохроматических 
пучков в средах с нелинейным показателем преломления [41—44], и 
в обобщенном уравнении Колмогорова—Петровского—Пискунова: 

оо 

ut—u*+ J k(x—s)u(s, t)ds=0, ' ' (10) 
— 00 

описывающем такие разнообразные физические явления, как процесс 
горения, распространение доминантных генов и нервных импульсов, 
эволюцию концентрационных волн [4Е>, 46]. Частным случаем ННУШ 
является так называемое обобщенное уравнение Ландау—Гинзбурга 
[47] 

iut + u2u* + uxx + iau==0. (11) 

Этим уравнениям посвящена весьма обширная литература [48—54]. 
Во второй части обзора мы рассмотрим асимптотику решений задачи 
Коши для уравнений (9) — (11) при больших временах. 

Перейдем теперь к нелинейным нелокальным системам уравнений. 
Рассмотрим модельную систему уравнений, описывающую поверх-

ностные волны в несжимаемой жидкости: 

*h + (V. 4V9) + # i ( n ) + #a(<P)=0-, 
(12) 

Ф / + ( У Ф ) 2 + ^ З СП) + ( Ф ) = О -

Здесь r](x, t) — свободная поверхность жидкости; <p(*, t) — потенци-
ал скорости, 0; Ж/ — линейные операторы, определяемые 

,формулой 
оо 

tijW)=llkj(x-s)q(s)ds. (13) 
—оа 

Преобразование Фурье ядер k,(x) задает дисперсионное соотношение 
для системы (12). Различный выбор ядер kj(x) отвечает, различным 
процессам распространения волн: консервативным., диссипативным ли-
бо связанным с накачкой энергии, ввиду чего система уравнений (12) 
является весьма общей. , • 

, Так, в частном случае, когда Ж'з(ц)=ц, а остальные Ж/=0, сис-
тема (12) переходит в систему уравнений мелкой воды [9, 16, 17, 55]: 

(14) 

Ф < + ( У Ф ) 2 + T I = О » 

которая содержит нелинейные члены, но не учитывает дисперсию, 
$ 



Шсли ограничиться только п-ростейшим дисперсионным членом, то (12) 
•приводится к известной системе уравнений Буссинеска [56]: 

* b + ( v . п у ф ) + Р У 4 Ф = О , 
(15) 

Ф? + ~ (УФ-)2 + 4 = 0 » Р = c o n s t . 

^Система (12) содержит также полученные недавно С. Ю. Доброхото-
в ы м [57] уравнения, которые в первом приближении по нелинейности 
-имеют вид 

^ + Т 1 У Ф ) + В ( ф ) = 0 , 
(16) 

Ф / + ~ ~ (У ф)2 Ч-Т!=0. 

Преобразование Фурье (символ) оператора В равно i3(/?) = | p | t h | p | и 
«отвечает точной потенциальной теории. 

Важный частный случай системы уравнений (12) связан с выбо-
р о м Ж з = 0 . Тогда система (12) принимает вид 

4 t + ( V , Л УФ) + (-П) + ( ф ) = 0 , (17) 

. Ф* ~г -А- (уф) 2 -Ь ( ф ) = 0 . (18) 

-Уравнение (18.) может быть решено независимо от (17), а полученное 
решение при подстановке в уравнение (17) превращает его в линей-
ное уравнение относительно rj. В свою очередь, уравнение (18) в од-
номерном по пространственным переменным случае сводится к урав-
нению Уизема и, таким образом, содержит многие сажные одномерные 

^уравнения: КдФ, Бюргерса, Бенджамена—Оно и др. 
Итак, система уравнений поверхностных волн на воде (12) содер-

жит многие важные для физики уравнения и системы* как одномерные, 
т а к и многомерные. . , 

Более общей, чем (12), является следующая система уравнений: 

(19) 
и*-К" , V) " + ^3(Ti) + ^ 4 . ( t t ) = 0 , 

г д е г]=т] (х, t) — свободная поверхность, а и=и(х, t) — двумерный 
.вектор скорости. Эта система уравнений столь же интересна для фи-
зики , как и система (12). Е е частными случаями являются системы 
(12) — (18). Известные уравнения Хохлова—Заболотской [58] и Ка-
домцева—Петвиашвили [59] также следуют при подходящем выборе 
•оператора Ж а из системы (19), если rj и одна из компонент скорости 
и равны нулю. Например, уравнение Кадомцева—Петвиашвили 
z{ut+uxxx—6иих)х±иуу=0 получается из системы (19), в которой т ] = 0 , 
йг<2)=0, ,а символ оператора Ж а равен 

\ о ., о / 
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Предложенная Д. Каупом [60] и Л. Броером [61] одномерная по х 
система уравнений 

(20) 

также является частным случаем системы (19). Системы (12) и (19) 
связаны естественным образом: дифференцируя по Х\ и х2 второе урав-
нение в (12) и полагая u=Vq> и Ji?2(<p)=Ji?2(V<p), приходим к систе-
ме (19). 

Дальнейшее содержание обзора таково: в § 2 рассмотрены прос-
тейшие свойства одномерного ННУУ, в § 3 изучается задача Коши 
для ННУУ, § 4 посвящен • периодической задаче для ННУУ, в § 5 вво-
дятся обобщенные решения для ННУУ. Вторая часть обзора посвя-
(щена изучению системы уравнений поверхностных волн (12) и (19) ж 
асимптотике решений при t-+oо нелинейных нелокальных уравнений 
Уизема, Шрёдингера, Колмогорова—Петровского—Пискунова, системы 
поверхностных волн и уравнения КдФ—Бюргереа. 

§ 2 . П р о с т е й ш и е с в о й с т в а р е ш е н и й ННУУ 

1°. Законы сохранения ' 

Пусть и(х, t) — классическое решение уравнения (1) — достаточ-
но быстро убывает на бесконечности. Заметим прежде всего, что урав-
нение Уизема (1) инвариантно относительно галилеевых преобразова-
ний: f=t, x'=x-\-ct, и' (х\ f)=u(x, t)+e. Если ядро в уравнении (1) 
симметрично ( k ( x ) = k ( — я ) ) и вместе с первой производной абсолютно 
интегрируемо на всей прямой, то имеют место следующие законы со-
хранения (см. [62]): 

оо оо 

/1(и)= ^ и(х, t)dx—const, I2(u)= ^ и.2 (ху t)dx=const,, 
— ОО —00 

(21) 

dx=const, 

где Ж(и)= ^ k(x—s)и(s, t)ds. Интеграл h{u) имеет характер энергии. 
оо 

Постоянство его во времени позволяет записать уравнение Уизема 
в гамильтоновой форме: 

д SJ3? (и) 
дх б и ' 

гамильтониан Ж(и) равен (1/2)1 г (и). 
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Кроме полиномиальных интегралов движения (21) существует 
еще ряд сохраняющихся во времени величин, содержащих явно коор-
динату х или время t: 

Г и2 

хи—t- c(0)tu 
2 

dx—const, 

jj x\c(0)u—f? (u)]dx=const, J хЖ (u)dx=—c{Qi)I1, (22) 
—oo —oo 

oo 
— Г х2Ж (u) dx= —с (0) (/2 + с (0) /Л 
dt J ' 

—oo 

oo 

где c ( 0 ) = ^ k(x)dx. Из первого соотношения (22) следует, что центр 
—оо 

тяжести волны, описываемой >ННУУ, движется с .постоянной скоростью, 
равной с(0) +/2//1, поскольку 

d 
dt 

^ xudx=I2
J
rc(0)I1 

2°. Задача о заострении волн 

Рассмотрим задачу Коши для уравнения Уизема: 
оо 

ut-\-uux-{- ^ k(x—s)us(s, t)ds=0, 
—оо 

(23) 
u\t=,o=u(x). 

В § 3 и 4 будет показано, что если ядро k(x) обладает большой дис-
сипацией, то разрывное начальное возмущение сглаживается и оста-
ется в дальнейшем бесконечно-гладким. Так происходит, например, 
для уравнения Бюргерса или уравнения КдФ—Бюргерса. Здесь мы об-
рисуем обратную ситуацию: кусочно-гладкое (заостренное) в началь-
ный момент возмущение остается кусЪчно-гладким во все время су-
ществования решения задачи Коши. Под решением задачи (23) будем 
понимать непрерывную в полосе П=1[0, T]®Ri функцию и(х, t), имею-
щую кусочно-непрерывные в полосе П первые и вторые производные 
по х, непрерывно примыкающую при к начальному условию и(х) 
и удовлетворяющую уравнению Уизема в обобщенном смысле, т. е. 
для любой финитной в полосе функции I£>(A;, / )еСо°°(П) справедливо 
интегральное тождество 

1- ос 5 5 [" 
е —оо 

dx dt — 0, 

(24) 
оо 

Ж и— ^ k(x—s) и (s, t)ds. 



Такое решение вне линий разрыва первых производных является клас-
сическим в том смысле, что уравнение Уизема выполняется поточечно. 
Сами линии разрыва x{t) удовлетворяют условию Гюгонио x{t) = 
=и(х, t). 

Т е о р е м а 1. Пусть ядро k(x) уравнения Уизема абсолютно интег-
рируемо на Ri (k(x)^Li(Ri)) и непрерывно, а начальное возмущение 
й(х) кусочно-гладко, причем й' ( + 0)—йг(—0)=?^0. Тогда обобщенное 
решение задачи (23) будет оставаться кусочно-гладким в течение всего 
времени существования решения, причем разрыв первых производных 
лежит на линии x(t)—и(х, t), х(0)=0. 

§ 3 . З а д а ч а К о ш и д л я у р а в н е н и я У и з е м а 

Б предыдущем параграфе в предположении существования реше-
ния задачи Коши (23) было рассмотрено характерное для волн явле-
ние заострения. Здесь мы приведем результаты, касающиеся вопро-
сов существования и единственности решения задачи Коши, дадим 
положительный ответ на вопрос Уизема об опрокидывании волны, опи-
сываемой уравнением Уизема с ядром kg(x), сформулируем условия, 
при которых решение задачи Коши (23) существует в целом по вре-
мени, и рассмотрим вопрос о сглаживании разрывного начального воз-
мущения (см. [63—66]). 

В этих задачах ядро k(x) уравнения Уизема может иметь произ-
вольную особенность в нуле, в частности может быть не интегрируе-
мым, и запись нелокального члена в виде интеграла неприменима. 
Будем трактовать в дальнейшем линейный нелокальный оператор 
Ж {и) как псевдодифференциальный: 

оо , 

X (г})) = \ exp {ipx} ip К (р) $ (р) dp (25) 
—оо 

для любой функции ^ e C o 0 0 ^ ) или (г|зеС0°°(^1) озна-
чает, что функция бесконечно дифференцируема и имеет компактный 

У со 

носитель; означает, что § l^(p)la(l + \p\2)sdp<C оо при 
— 00 

любом вещественном s), гр(р) — преобразование Фурье функции 
<ф(д:); ради сокращения записи во всех формулах прямого и обратного 
преобразования Фурье число 1/я будет опускаться. Функция К(р) 
называется символом оператора Ж {и) и полностью его характеризует. 

Порядком оператора Ж {и) называется число ао, равное точной 
„нижней грани чисел а, для которых 

\рК(р)\^с(\ + \р\)а, с > 0 , о > 0 , . р е « , (26) 

Если о со<1 , то ядро k(x) абсолютно интегрируемо и его особенность 
в нуле имеет порядок ао. 

Мнимая часть R}(p)——Im К(р)р называется диссипативной, а 
действительная часть К2 (р) = R e К (р) р — консервативной составляю-
щей символа ipR(p) оператора Ж {и). 

1°. Опрокидывание волн 

В работе [9] Дж. Уизем поставил вопрос: могут ли опрокидывать* 
ся волны, описываемые уравнением Уизема с ядром kg(x). Ядро kg(x), 
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•как отмечено выше, обладает следующими свойствами: оно симмет-
рично (kg(x)=kg(—х)), имеет в нуле особенность вида с\х\~х/2 и экс-
поненциально стремится к нулю на бесконечности. 

Опрокидывание волны означает обращение в бесконечность за ко-
нечное время первой производной решения задачи Коши (23): 
ш а х | и ( х , / ) | - > о о при То называется временем опроки-

X 
дывания. 

Первые результаты по опрокидыванию волн, описываемых урав-
нением Уизема, были получены Р. Селиджером [67] и С. А. Габовым 
[68]. В них было показано, что в случае гладкого ядра k(x) нелиней-
ный член в уравнении Уизема превалирует над интегральным и волна 
опрокидывается за конечное время, если крутизна начального возму-
щения достаточно велика и волна в начальный момент асимметрична 
(последнее условие, как мы увидим в дальнейшем, является излиш-
ним). Однако в большинстве физических приложений ядро k(x) явля-
ется сингулярным. Полный положительный ответ на вопрос Уизема 
содержится в следующей теореме. 

Т е Ь р е м а 2. Пусть: 1) ядро k(x) в уравнении Уизема удовлетво-
ряет следующим условиям: 

k(x)^CHR1\0)[]L1(Ri), \к(х)\^с\х\~а, , 

' ( * ) ! < с ^ Г 1 " * , •*<=[ —a , a]\0, • 

, jj |k'(x)\dx^c, 

.«=3/5—Y. v e ' ( 0 , 1/10], c > 0 , a e ( 0 , 1 ] ; 
2) интегральный оператор Ж {и) диссипативен, т. е. для фурье-образа 

оо 

ядра К(р)= ^ exp{ipx}k(x)dx при |р|^Ро>0 справедливо неравенство 
—оо 

P(p)^Ke(ipK(p))> 0; 

3) начальное условие U(x)^H0C(R\) имеет достаточно большую кру-
тизну m 0 = |min и' (х)|~: 

x£Rt 

Y а \ Y / 

w 1 = m a x | u ' ( х ) | , b— sup (0, — К г ( р ) ) , 
xeRi IPKpo 

/ = j [ ^ )dx. 
—oo 

Тогда существует решение u(xy £ ) e C ° ° ( [ 0 , T0); # ° ° C R i ) ) , опрокидыва-
ющееся к моменту времени Т0. Для Т0 справедлива двусторонняя 
щенка: 

mo-1 (1 + 7 Г 1 < Т 0 < m j l (1 — у ) ' 2 : 

Порядок особенности ядра может быть увеличен до 2/3 за счет 
некоторого сужения класса начальных возмущений |[69]. 
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Теорема 2 содержит важный для физики частный случай симмет-
ричных ядер k(x)=k(—х), поскольку при этом неконЬервативная со-
ставляющая символа К{р) равна нулю: K l(p)—0, p ^ R i . 

2°. Существование решения для всех моментов времени 

Известно, что уравнение Уизема имеет решения вида уединенных 
волн (см. [9, 69, 70]). Таким образом, при определенных условиях 
решение существует в целом по времени. Целью этого пункта явля-
ется нахождение таких общих условий. Приведем теорему 3 о суще-
ствовании в целом решения задачи Коши для уравнения Уизема с дис-
сипативным оператором Ж любого неотрицательного порядка aq^O 
в случае, когда крутизна начального возмущения достаточно мала. 

Т е о р е м а 3. Пусть: 1) оператор К строго диссипатшен: К}{р)^ 0 
при__ | p j < p 0 , К Ч р ) > е > 0 при \р\>р0>0, 2) й(х) <s Н°° (R^, 
3) ||и||я2(^1>^с, где с—с(е, h)>0 достаточно мало. Тогда существует 
единственное решение и(х, t) задачи (23), принадлежащее классу 
С ° ° ( [ 0 , о о ) ; H°°(R\)). 

Характерным в этой теореме является условие малости крутизны 
волны в начальный момент времени. Сопоставляя теоремы 2 и 3, зак-
лючаем, что требование большой крутизны начального возмущения 
является не только достаточным, но и необходимым условием для оп-
рокидывания волны. 

Теорема 3 показывает, что уже минимальная диссипация обеспе-
чивает существование решения задачи Коши в целом. Действительно, 
в консервативном случае, когда k(x)=k(—х), а значит, К1 (р)=0, име-
ет место опрокидывание волны (теорема 2), а если R l ( р ) > & > 0 , е — 
любое, решение уже существует в целом. При более значительной дис-
сипации, как мы увидим в следующем пункте, происходит даже сгла-
живание разрывного начального возмущения. 

3°. Сглаживание разрывных начальных возмущений 

Т е о р е м а 4. Пусть: 1) оператор Ж в уравнении Уизема сильно 
диссипативен т. е. ' -

КНр)>е\р\а при 1 р | > р о > 1 , (27) 

где е > 0 , а > 1 ; 2) начальное возмущение U(x)^H9(R\), р^О, р > 
>3/2—а. Тогда для некоторого Т>0 существует единственное реше-
ние задачи Коши (23), принадлежащее С°°((0, Т] \ H°°(Ri)){\C(i{ [0, Т}\ 
H»(Ri))-

Существование сглаженного решения для всех моментов времени 
? > 0 гарантирует следующая 

Т е о р е м а 5. Пусть: 1) выполнено условие (27) с а > 3 / 2 , 
2) u(x)^L2(Ri). Тогда существует единственное решение задачи Коши 
(23), принадлежащее 0 ( ( 0 , оо); #°°( i?i))nC 0([0, оо); L2{RX)). 

Таким образом, разрывное в начальный момент возмущение в лю-
бой момент времени t>0 становится и остается бесконечно гладким 
для всех последующих моментов времени. Тем самым в классе сильно 
диссипативных операторов Ж, порядок которых превосходит 3/2, эф-
фект опрокидывания волн невозможен. 

П р и м е р ы . Для уравнения Бюргереа щ+иих—аихх—0 и уравне-
ния КдФ—Бюргереа щ+иих—аихх+$иххх=0 символы оператора Ж [и) 
равны соответственно К(р) ——lap и К\р)=—шр+£р2, так что условие 
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сильной диссипации (27) выполнено при а = 2 и теоремы 4 и 5 спра-
ведливы для этих уравнений. Для уравнения Курамото—Сивашинского 
171] 

Ш+иих+аихх+$ихххх=о 

символ оператора Ж {и) равен R{p)=iap—ip/?3 и теоремы 3 и 4 спра-
ведливы также и для этого уравнения, если |3>0. 

§ 4 . П е р и о д и ч е с к а я з а д а ч а д л я у р а в н е н и я 
У и з е м а 

1°. Постановка периодической задачи 

В случае, когда среда обладает периодической структурой, есте-
ственно рассматривать уравнение Уизема с интегралом, взятым по 
периоду. В этом параграфе мы изучим свойства решений задачи Коши 
для периодического по пространственной переменной уравнения Уизе-
ма: 

L 

ut-\-uux-{- \k(x—s)us(s, t)ds=О, 

(28) 
u\t=o = u(x). 

Здесь k{x) — 2Ь-периодическая действительная функция, й(х) — 
2£-периодическое начальное возмущение. От представления нелокаль-
ного оператора Ж {и) в виде свертки с ядром k(x) перейдем к более 
общему определению Ж (и) как псевдодифференциального: 
, оо 

К (и)— ipKpUp ехр |ipx-у-1, (29) 
p= 00 

где u(x) — любая функция из Cl°°(Ri) ={u(x)^C°°(R{) : u(x) = 
==u(x+2L)}, йр — ее коэффициенты Фурье, КР — символ оператора 
Ж. В дальнейшем, ради сокращения записи, полагаем L—л. Как и 
в § 3, вводим понятия порядка оператора Ж, консервативной КР

2= 
= R е К р р и диссипативной КР

1=—Im Крр составляющих символа Кр 
оператора Ж. 

Результаты, установленные для периодической задачи (28), во 
многом аналогичны результатам § 3, они получены в работах [72, 73]. 

2°. Периодическая задача для уравнения Уизема с малым нело-
кальным взаимодействием 

Если нелокальное взаимодействие мало, естественно рассматри-
вать уравнение Уизема с малым параметром (j, перед интегральным 
членом: 

я 
ut-\-uux-\-\i ^k(x—s)us(s, t)ds=0, и | г = 0 = и ( х ) . (30) 

—я 

Целью этого пункта является отыскание асимптотики решения задачи 
(30) при ц ^ О . 
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Для нелинейных дифференциальных уравнений в частных произ-
водных эта задача изучается давно: первой здесь была известная ра-
бота Хопфа [18], вызвавшая большой поток исследований (см. обзор-
[74]). В последние годы интерес к этим задачам возрос в связи с об-
наруженными многочисленными точно решаемыми с помощью обрат-
ной задачи рассеяния нелинейными уравнениями и изучением уравне-
ний, являющихся малым возмущением точно решаемых (см. [25, 26,. 
75 ,76 ] ) . 

Для ННУ эти вопросы изучаются в работах [72, 77, 78]. Одним: 
из результатов является 

Т е о р е м а 6. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда: 1) для 
любого |д,е [0, 1] существует единственное 2л-периодическое решение-
и»(х, t) , задачи (30), щ(х, /)<=С°°([0, 7V); Cn°°(Ri)), — время опро-
кидывания; 2) для и»(х, t) имеет место асимптотическое разложение-

и\л(х> 0= V^uh(x» О» причем для остаточного члена дп выполняет-
fe=0 

dk8n <:С0\1п+1, В>0 — любое, k, — любые-
(О 

ся оценка шах 
f€[0,7V-P] dt'i 

целые, ||-||(о — норма пространства С ' ([—л, я ] ) , c0=c0(l, k, п, (3). 

§ 5 . О б о б щ е н н ы е р е ш е н и я д л я ННУУ 

С одним из возможных обобщенных решений уравнения Уизема 
мы встречались при рассмотрении задачи о заострении волн. Здесь мьг 
познакомимся с другими определениями обобщенных решений и сфор-
мулируем теоремы о их существовании для всех моментов времени. 
Важность обобщенных решений общеизвестна; в ряде задач именно 
они адекватны соответствующей постановке, в других случа'ях, как, 
например, в задаче об опрокидывании волн, начиная с некоторого мо-
мента классического решения просто не существует и дальнейшая эво-
люция "процесса может быть описана только с помощью обобщённых 
решений. 

Определение 1. Рассмотрим задачу Коши 

Щ-\-иих-{-3£ (и)=О, и|*=о=и-(*)» x < = R u (3J), 

где Ж (и) — псевдодифференциальный оператор, определенный в (25) , 
для которого выполнено условие диссипации (27) с а > 0 . Назовем 
и(х, t) обобщенным решением задачи (31), если для всех Г > 0 

и (я, О <= Loo ([0, 71; U Щ) П U ([О, Т\\ Нх/2 (RJ), 

ut(x, t)EEL2([О, Т]; H~a(Ri)), о = 3 / 2 + а0 , 

и почти при всех [О, Т] функция и (х, t) удовлетворяет уравнению 

(ии Ф) + (и, *Г(<р))— \ -{и , й ф , ) = 0 (32> 

для любой функции (p<=#a(i?i) и начальному условию 

. и|*=0==и(х), ц ^ е ^ а д . (33) 
Круглые скобки в (32) означают скалярное произведение в L2(R\)y 
Ж* — оператор с сопряженным символом, ао — порядок оператора 
К(и) , а > 0 — число из условия (27). 
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Т е о р е м а 7. Пусть неконсервативная составляющая Rl{p) сим-
вола R(p) удовлетворяет условиям (27) с а > 0 , а начальное возмуще-
ние U(X)^L2(RI). Тогда существует обобщенное решение и(х, t) зада- , 
чи Коши (31). 

В ряде предыдущих теорем условия налагались на неконсерва-
тивную часть Ri(p), тогда как консервативное слагаемое R2{p) могло 
быть произвольным. При невыполнении требования диссипации не 
приходится рассчитывать на эффект сглаживания, однако при Rl(p) = О 
имеются два дополнительных закона сохранения I\(t) и I2(t) (см. § 2 ) , 
которые позволяют доказать существование решения задачи Коши 
(31) из класса L„ ( [0 , Т]; Я<—^(Ях).) . 

Пусть R1(p)=Q, а консервативная часть R2{p) символа R(p) зна-
коопределена и растет при больших р, т. е. 

R2(p)>e\p\a либо R2(p)<—г\р\а, \р\>РО>0, 
а > 3 / 2 , 8 > 0 . (34) 

Определение 2. Функция и (х, i) называется обобщенным решением 
задачи Коши (31) для уравнения Уизема с консервативным операто-
ром Ж {и) (т. е. Rl{p)=0), если для всех Г > 0 

и(х, t)£EU([0, Г] ; Я ( я - 1 ) / 2 ( е д , 

щ (х, t) <= L2 Z1]; Н~а (Rt)), (T=3/2+'cc0, 

и почти всюду выполнены равенства (32) и (33). 
Т е о р е м а 8. Пусть Rl(p)==Q и для R2(p) выполнено условие 

(34), а начальное возмущение u (x )e# ( a _ 1 ) / 2 ( .R i ) . Тогда существует 
обобщенное решение и(х, t) задачи Коши (31). 

Из этой теоремы вытекает 
Следствие. Пусть Rl(p)==0 и для R2(p) выполнены условия (34) 

с а > 4 , a U ( x ) ^ H 0 0 ( R i ) . Тогда существует единственное классическое 
решение и(х, t) задачи Коши (31), принадлежащее классу С°°([0, оо); 
H°°(Ri)). , 

Таким образом, для консервативных операторов никакое разру-
шение волн невозможно, если порядок оператора больше 4. 

Перечисленные результаты получены в работе [66] применением 
методов Ж . Л. Лионса [79]. 
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