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ПРИБЛИЖЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИКИ 
И МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД БЕГУЩИХ ВОЛН 

В. Д. Гусев, С. М. Голынский 

(кафедра физики атмосферы и математической геофизики} 

Работа посвящена уточнению границ применимости геометрического подхода! 
(квазиклассического ВКБ-приближения) при описании статистических характеристик 
электромагнитного излучения, распространяющегося в плоскослоистой случайно-неодно-
родной среде. Показано, что метод геометрической оптики является предельным слу-
чаем модифицированного метода бегущих волн. На основании сравнения решений обо-
их методов для одномерной задачи получены условия, определяющие область приме-
нимости приближения геометрической оптики. 

Рассмотрим простейший случай распространения излучения в- одномерной среде 
с диэлектрической проницаемостью е (z) = 1 + et (z) ^ где s\(z)— флуктуационная с о -
ставляющая, причем <8i> = 0. Пусть среда заполняет полупространство 2 ^ 0 , на кото-
рое слева по нормали падает плоская монохроматическая волна единичной, амплиту-
ды. Волновое поле внутри среды описывается уравнением* Гельмгояьца» 

E"(z)+k2s(z)E(z) = 0 (li> 

с соответствующими условиями непрерывности для Е и Е' на границе: Здесь k— 2лД„ 
Я — длина волны падающего излучения, штрих означает дифференцирование-по пере-
менной z. 

В первом приближении метода геометрической оптики для волнового поля внут-
ри среды справедливо представление [1, 2] 

г 

Eh2(z)=Glt2&~i/4(z)exp{±ikle^2(z1)dz1}y (2> 
о 

где С), 2 — константы интегрирования. Выражение (2) получено в:' предположении о 
медленности изменений свойств среды на длине волны, т. е: при выполнении- априор-
ного условия 

А'/>1, (3) 

где / ~ ( е ' ) - 1 — характерный масштаб неоднородностей среды в- направлении оси: z. 
В модифицированном методе бегущих волн два точных независимых решения: 

уравнения (1) записываются в виде бегущих волн [2, 3]распространяющихся, в: про-
тивоположных направлениях: 

z. 
: EU2 (2) = C l i 2p-i/2 (z) exp {+ ik \ p (z,) dz^ (4> 

0* 
где p(z) = cp' (z) — производная эйконала каждой из волн. Подставляя формальное ре-
шение (4) в уравнение (1), приходим к нелинейному дифференциальному уравнению,*, 
определяющему неизвестную функцию p(z): 

2рр"—3 (p'f + Ak2pi—Ak2ep2=0. (5) 
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В приближении геометрической оптики [1, 2], так же как и в его обобщенной 
форме — стандартном методе бегущих волн [4, 5], искомая функция p(z) удовлетво-
ряет уравнению эйконала и в соответствии с выражением (2) имеет вид 

p g o ( z ) = 8 » / 2 ( Z ) = [ l + e 1 ( z ) ] I / 2 . 

Представим решение уравнения (5) в виде 

р (z)=ffi° (z) f(z)=[ 1 + 8Х (г)]1/2 / (z), 

(6> 

(7> 
где вспомогательная функция / ( г ) , описывающая отклонение приближенного решения 
(6) метода геометрической оптики от точного решения уравнения (3), удовлетворяет 

уравнению 

2/7"—з {f'f—— / / ' + 4 khf*— 
е 

и граничным условиям 

/(2 = 0) = 1, f'(z=0)=0. 

8 
6 

/ 2 = 0 (8> 

(9) 

В невозмущенной среде ( е = 1 ) уравнение (8) при учете граничных условий (9) 
имеет единственное решение: / 0 = 1 . Принимая это во внимание, будем искать решение 
уравнения (8) для рассматриваемого случая в виде ряда по степеням параметра v,. 
характеризующего стандарт а& флуктуаций диэлектрической проницаемости, 

f(z) = l + vfi(z) + v%(z)+ ... . (10) 

Подставляя ряд (10) в уравнение (8) и приравнивая нулю коэффициенты при 
с з н а к о в ы х степенях v, приходим к системе уравнений для произвольных членов ряда 
Ш 1,2 , . . . ) : 

(п> 

где 

hi 2 , К 

и т. д. 
Д л я определения возможности пренебречь влиянием функции f(z) в решении: 

(7), т. е. фактически для оценки области применимости геометрооптического прибли-
жения (5), необходимо исследовать выражения типа </i2>, <8i/i>, <f2> и т. д. Д л я это-
го конкретизируем модель случайно-неоднородной среды. Полагаем, что 8i (z) — нор-
мальный процесс с гауссовой функцией корреляции 

(12V 

При проведении расчетов предполагалось, что пройденный в среде волной путь 
L значительно превышает продольный масштаб неоднородностей I, т. е. 

(13) 

Это условие позволяет сделать пределы интегрирования по £ бесконечными. 
В результате для выражений, определяющих отклонение приближенного решения от 
точного на основании первого из уравнений системы (9), получим 

(8i/1) — ~~ е хР {—&2/2)i f i f — k 2 p ) ; 

</?) ~ ехр {—кЧ2} j 2 У я kHL 1 

т 
—2 ( 1 + с о s ^ k L ^ i - ^ , 

4 kL 
J _ 

2 ; 

sin 4 kL 

(14) 

f — f , — f ; k4> 
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где i^i (а, Р; л:) — вырожденные гипергеометрические функции. Выражения для 
•и ( б / | ) = ( ( / 2—• (^ ) ) а ) ,полученные из второго уравнения системы (9), здесь не при-
водим в силу их громоздкости. Из анализа этих формул и выражений (14) вытекает, 
что использование решения метода геометрической оптики (6), обеспечиваемое выпол-
нением неравенств 

< / ? > < О 2 / 4 , ( e ^ X o r f / 8 , < / 2 ) < G £
2 / 8 , (15) 

оказывается справедливым при следующих условиях: 

(16) 

Аналогичные оценки были проведены для другой, также широко распространен-
ной модели функции корреляции 

Я ( £ ) = ( l + - у - ) ехр | Щ - } . ( 1 2 ' ) 

В этом случае соответствующие (15) условия, характеризующие область приме-
нимости геометрооптического приближения (6), при учете (1,3) имеют вид 

( & ) 2 » 1 ; l « L / i « 4 ( W ) 4 . (16') 

Таким образом, условия (16) и (16)', полученные для двух моделей функции 
корреляции флуктуационной составляющей диэлектрической проницаемости среды 
6i(z) (12) и (12'), задают границы применимости приближения геометрической опти-
ки для каждой из моделей. 

Условия (16) и (16') существенно уточняют обычно используемое для рассматри-
ваемой задачи априорное ограничение метода геометрической оптики (3). С одной 
стороны, замена условия (3) на более слабое ( й / ) 2 > 1 расширяет границы примени-
мости метода. С другой стороны, сравнение геометрооптического решения (6) с точ-
ным решением задачи, определяемым уравнением (5), приводит к выводу о существо-
вании ограничений на проходимые волной в среде расстояния L, на которых справед-
ливо приближение геометрической оптики. Этот принципиальный результат является 
новым и должен учитываться при использовании метода геометрической оптики для 
решения практических задач распространения и рассеяния излучения в плоскослои-
стых случайно-неоднородных средах. 
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