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(кафедра математики) 

Для системы уравнений поверхностных волн изучены задачи о локальном и гло-
бальном во времени существовании решений, о разрушении решений за конечное вре-
мя, о сглаживании со временем разрывных начальных возмущений, о построении 
обобщенных решений и об асимптотике решений при. оо, Рассмотрено асимптотиче-
ское при /—>-оо поведение решений нелинейных уравнений с диссипацией, таких как 
уравнение Колмогорова—Петровского—Пискунова, уравнение Уизема, кубическое 
уравнение Шрёдингера и уравнение Кортевега—де Фриза—Бюргерса. 

Вторая часть обзора посвящена изучению системы уравнений по-
верхностных волн в жидкости и построению асимптотики при боль-
ших временах решений различных нелинейных нелокальных уравне-
ний с диссипацией. 

§ 1. С и с т е м а у р а в н е н и й п о в е р х н о с т н ы х в о л н 

В этом параграфе мы перенесем результаты, полученные в пер-
вой части обзора для нелинейного нелокального уравнения Уизема [1], 
на систему уравнений поверхностных волн (см. [2—4]) . 

1°. Законы сохранения 

Рассмотрим систему уравнений поверхностных волн: 

(1) 

+ - F (УФ)2 + ^ З ( Л ) + ^ 4 ( Ф ) = 0 . 

Здесь функция Ti=r] (х, t) — свободная поверхность несжимаемой жид-
кости, отсчитываемая от нулевого невозмущенного уровня, ф (х, t) — 
потенциал скорости, x ^ R ^ £>0, Ж } — линейные псевдодифференциаль-
ные операторы, определяемые формулой 

оо 
ЗГ/ ( г|>)=^ехр{ф, x)}KjW(p)dp, / = 1 , . . . , 4 , (2) 

—оо 

ф(р) —преобразование Фурье функции Rj(p) — символы 
операторов Ж] (i|)). 

Выпишем простейшие законы сохранения для решений систе-
мы (1). 

1) З а к о н с о х р а н е н и я м а с с ы 
оо 

/1=^ т1(л:, t) dx—const 



справедлив, если 
оо 

0, /== 1, 2. 
— оо . i 
2) З а к о н с о х р а н е н и я и м п у л ь с а 

00 
/ 2 = ^ ^ Л'?Ф dx=const 

—00 
имеет место, если выполнены условия (сопряжение в L 2 № ) ) : 

Этим требованиям удовлетворяют приведенные в [1] системы мелкой 
воды, Буссинеска и Доброхотова. 

3) З а к о н с о х р а н е н и я э н е р г и и 
ОО 1 

7 з = 11 {Л Ш г ~ ( П ) - ф # 2 ( ф ) + (л)}.<**=const —оо 

также выполняется при условиях ^ — — f t l , №2=!7Cl 
Закон сохранения энергии h позволяет записать систему (1) в га-

мильтоновой форме с гамильтонианом 36=—(1/2) / 3 : 

*Ь = — , фt 6ф бт] 

4) Д в и ж е н и е ц е н т р а м а с с . Если символы К{{р) и Kz{р) 
имеют нуль второго порядка при р=0, то сохраняется интеграл: 

оо 
• / 4 = t) — /^Уф) ^A:=SCOnst. 

—оо 

Отсюда следует уравнение для радиус-вектора центра масс / ? = 00 
— jjj xr\(x,t)dx: 

—'оо 
dR , . : = / 2 = const, 
dt 2 

i 
т. е. скорость движения центра масс постоянна, если интеграл /2 со-
храняется. 

2°. Задача Коши для системы уравнений поверхностных волн в 
случае регулярного оператора 

Рассмотрим задачу Коши для системы уравнений поверхностных 
волн: 

Ut + (U, V)« + ^8(n) + ^4(«).==0. (3) 

= u\t=o = u(x), 



где и(х, t) — двумерный вектор, x^R2, ^>0, операторы Ж2, Жг, Жь— 
матричные. Регулярным называется оператор Ж ( ^ ) , который в ^-пред-
ставлении имеет вид свертки: 

оо 

—оо 
для любой функции ty^H°°(R2), причем его ядро абсолютно интегриру-
емо на R2, Т. е. k(x)^Li(R2). В случае когда операторы Ж/ системы 
(3) регулярны, справедлива 

Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия: 1) оператор 3£f== 
Ж Л — 

\ и оператор ЧЖъ регулярны; 2) (т](х), u{x))=v(x)<= 
е )3. Тогда существует решение задачи Коши (3) из класса 
С°°('[0, Т0); {H°°(R2))3). Это решение может разрушиться только в ре-
зультате опрокидывания (обращения в бесконечность первых производ-
ных решения). 

3°. Задача Коши для системы поверхностных волн с диссипатив-
ными или консервативными операторами 

В этом пункте мы отказываемся от предположения о регулярности 
операторов Ж,-. 

Т е о р е м а 2. Пусть оператор Ж удовлетворяет условию дисси-
пации 

Я/ (р )+К/* (р )>0 , | р | > р 0 > 0 , 7 = 1 , 4 (4) 
и 

1Я а (р )1<с(1 -Ир|) , \KS(P)(\ + \P\)\<C, ре=Я 2 , с > 0 , 

= гф))е=(Я~(Я2))3. 

Тогда для некоторого Т>0 существует единственное решение v (х, t) = 
= (т] {х, t), и (х, t)) задачи (3) из класса С°°( [0, Т]; (H°°(R2))3) (звез-
дочка у символа оператора означает эрмитово сопряжение). 

Ввиду отмеченной в § 1 обзора [1] связи-между системами (1) и 
(3) результат, аналогичный теореме 2, справедлив и для системы (1). 

Теорема 3. Пусть оператор Ж удовлетворяет условию диссипа-
ции (4) и 

! К 2 ( Р ) | < С ( 1 + 1Р|)2, |Яз(р)(1 + |р|)21<С, С > 0 , 

Тогда для некоторого Т> 0 существует единственное решение w(x,t) = 
— Сп(*> О задачи Коши дл& системы уравнений (1) из класса 

Теоремы 2 и 3 гарантируют локальное во времени существование 
решения соответствующей задачи Коши. Они не позволяют сделать ка-
кие-либо заключения о поведении решений при больших временах: бу-
дут ли они разрушаться или будут существовать для всех t>0. Отве-
ты на эти вопросы даны в следующих двух пунктах. 



4°. Разрушение волн 

Рассмотрим задачу Коши для системы 
волн 

уравнении поверхностных 

(5) Ф< + ' Y (V<P)2 + Хл (л )+ К, (УФ)=о, 

Y||w>=4(*>, ф1<=о==ф(*). j 
Для задачи (5) справедлива теорема (подробности см. в ^ ^ а н а л о -
гичная теореме 2 из работы [1] для уравнения Уизема, в которой ут-
верждается, что достаточно крутая и уплощённая в начальный момент 
волна неизбежно разрушается за конечное йремя Т0, причем для вре-
мени разрушения Т0 установлена весьма точная двусторонняя оценка. 

5°. Существование в целом решений задали Коши 

В этом пункте указаны условия, при ко^ 
ши (3) существует для всех моментов време 

Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия: 

орых решение задачи Ко-
ни, а именно справедлива 

1) К/(р) + Kj(р)^е>0, ре R2, /—1, 4—условие диссипации, и 

\КЛр)Кс(1 + \р\), [ /С3(р)(1 + |р1)|<с, 

2) о(х)=(гГ(*), и(х))е (Я 00(R2))s, 

3) П'оНяч/го^8!. 8)-
Тогда решение v (х, t) задачи Коши (3) существует, единственно и при 
надлежит С°°([0, оо); (Я°° (R2))3), т. е. сущест\, 

Сопоставление этой теоремы с теоремой 
угодно малая диссипация в сочетании с достаточной малостью началь-

156^2, С > 0; 

вует в целом. 
2 показывает, что сколь 

ного возмущения обеспечивает существовав 
ментов времени. 

6°. Сглаживание разрывных начальных возмущений 

е решения для всех мо-

Здесь рассматривается задача Коши для 
верхностных волн (3) и (5) с негладкими на 
и показано, что если оператор Ж сильно ди 
задачи Коши в любой момент времени £>0 
ференцируемым по х и L 

Рассмотрим задачу Коши (3) для систем 
ных волн. Запишем эту систему в векторной ф 

системы уравнении пе-
чальными возмущениями, 
ссипативный, то решение 
Является бесконечно диф-

vt+A(v) + B(v) + K(v)= 0, v\t=0=v(x), 

где 

K(v)= Кх К2 
К3 Ki 

'K-L К\ Кг 
Tfl V\1 
Аз А 4 А 4 

vKl Ktl к? 

ы уравнении поверхност-
орме: 

(6) 



k=\i,j=l k=\ i,j—l 

Ьц— набор постоянных трехмерных векторов, равных 

остальные а^, b\j равны нулю, k—l, 2; i, / = 1 , 2, 3. 
Рассмотрим также задачу Коши для системы линейных уравнений 

Ъ(Р, t)+K(p)Mp, 0 = 0 , Ш (7) 

где К(р) — символ оператора Ж, — параметр. 
Обозначим через # (р , £ ) — ё х р { — ф у н д а м е н т а л ь н у ю матри-

цу линейной задачи Коши (7) для системы обыкновенных уравнений, 
-а через 1Ш0 — норму линейного оператора А : Rz^-Rz-

Пусть выполнено следующее условие диссипативности операто-
ра Ж: 

|| R(p, 0 Н о < с е х р { - х ( р ) t}, (8) 

где 

е > 1 , я ( р ) _ { ' И " ПР" И > А > 1 . « > 2 . в > 0 , 
. 7 i —с0 при |р|<Ро, 'Со>0. 

Т е о р е м а 5. Пусть оператор Ж'удовлетворяет условию (8), а на-
чальное возмущение v(x)^(H4'(R2))3. Тогда найдется Т0>0 такое, что 
-существует единственное решение задачи Коши (6) -из класса С°° ((0, 
Jo]; (Я00 (R2))3.) ПС0 ([0, Го]; (Я ! /'(Я2))3). 

Таким образом, негладкое (разрывное) начальное возмущение в 
любой момент / > 0 становится бесконечно дифференцируемым. 

Замечание. Достаточным условием для оценки (8) является тре-
бование Я 0 (рХ—(3/2)и(р) , где Х 0 (р )= m a x Re^-(p), X,- — характери-
стические корни матрицы — К { р ) . 

Если несколько усилить требование (8) диссипативности операто-
ра Ж, взяв в качестве х (р) функцию 

x ( p ) = e ( l + |pl)a, реЕЯ2 , а > 2 , е > 0 , (9) 

то решение задачи Коши (6) с негладким начальным возмущением 
существует в целом. Справедлива 

Т е о р е м а 6. Пусть оператор Ж удовлетворяет условию (8) с 
%{р) из (9), a v(x)^(H4i(R2))5 и норма ||а|| i/2 достаточно мала. 
Тогда существует единственное решение задачи Коши (ё) из класса 

С°°((0, ОО); (Я°°(ед з)ПС0([0, оо); (Hl/2(R2)f). 

Для системы уравнений поверхностных волн (3) в случае, когда 
можно ввести потенциал скорости M=V<p, теоремы 5 и -6 могут быть 
усилены в том смысле, что начальное возмущение можно взять, как 
и для уравнения Уизема, из класса Ь2. В этом случае система (3) в 



обозначениях (6) записывается следующий образом: Оператор В тож-
дественно равен нулю, а векторы, задающие оператор Л, равны 

1\ /О 
а 1 2 ~ а "22 = « з з = 1/2 Ь 2 2 " 

О 
(10) 

остальные а\. равны нулю. 
Т е о р е м а 7. Пусть оператор Ж удовлетворяет условию (8), а 

начальное возмущение v{x)^{L2[R2))z. Тогда найдется Т0> 0 такое, 
что существует единственное решение задачи Коши (6) из класса 
С ~ ( ( 0 , Г0];- ( # ~ ( Я 2 ) ) 3 ) П С ° ( [ 0 , То]; L2(R2)) »)." 

Т е о р е м а 8. Пусть оператор Ж удовлетворяет условию (8) с 
к(р) из (9), a v(x)^(L2(R2))3 и норма |M|L„ достаточно мала. Тогда 
существует единственное решение задачи Коши (6) из класса 

С°°((0, оо); ( Я ~ ( / Ш П С ° ( [ 0 , оо); (L2(R2)f). 

7°. Обобщенное решение для системы Поверхностных волн 

Опираясь на законы сохранения энергии, можно установить су-
ществование обобщенного решения для систёмы уравнений поверхност-
ных волн. 

Обобщенным решением для системы 
Ф(х, t) такую, что Tl(x, ^ ' e L c d O , Т]; Наа/ 

#®i/2 (R2)), И почти при всех Т] для 
(х) е Со° (R2) выполнены равенства 

(Ль 4>) + ((v. ОТФ). + 4>) + № ( ф ) , Ф)=0, 

ф|*=о=ф(*), "П [ /=о == 

(1) назовем пару ц (х, t), 
2 (#«)), <p(xt t)€EU([0, П 
любой финитной функции 

(11) 

где (•, ф) означает скалярное произведение 
полагаем, что в системе (1) операторы Ж,-
9 C t = — о б е с п е ч и в а ю щ и м существование ин-
тегралов энергии и, кроме того, 

в L2. При этом мы пред-
удовлетворяют условиям 

lK 1 (p ) l<c 1 ( l + |Pl)ai, К2(р)<-с2(\ + | \ ® 2 

(12) 
К3(р)>с3(\ + }р\р, сг, с2, с 3 > 0 . 
Т е о р е м а 9. Пусть операторы Жу в системе (1) удовлетворяют 

оценкам (12), причем числа а/ таковы, что a i < (а 2 +а 3 ) /2 и либо а з > 
> 0 , (Z2>4—аз, а 2 > 2 + а 3 , либо ос 2>« 3>2, а начальное возмущение 
rj'(x), ф (х) выбрано таким образом, чтобы интеграл энергии /3(0) 
fhll а,/2 ||ф|| а,/2 где О О — некоторая константа. Тогда су-н н 
ществует обобщенное решение задачи Коши 
ных волн (1) *. 

для системы поверхности 

* Результат этого пункта принадлежит Е. И. Кайкиной. 

8 



§ 2. А с и м п т о т и к а 
н ы х н е л и н е й н ы х 

п р и t-»--f-°° р е ш е н и й д и с с и п а т и в -
н е л о к а л ь н ы х у р а в н е н и и 

Введение , 
I 

В последние ТОЩА был достигнут большой прогресс в изучении 
асимптотики при ir*-oо решений различных эволюционных уравнений. 
Это развитие основано на возможности применений метода обратной 
задачи рассеяния и, следовательно, заведомо ограничено консерва-
тивными нелинейными уравнениями [5—-16]. Однако многие физичес-
кие процессы описываются существенно диссипативными уравнениями. 
Широко известными примерами таких уравнений являются нелинейное 
уравнение Шрёдингера с линейной диссипацией (называемой также 
обобщенным уравнением Ландау—Гинзбурга) [1.48]*, [1.47], [17]., 
нелинейные уравнения Бюргерса и КдФ — Бюргерса. Другой подход 
к асимптотике решений при <t-*-oo нелинейных эволюционных уравне-
ний был открыт в известной работе А. Н. Колмогорова, И. Г. Петров-
ского и Н. С. Пискунова [1.46]. Они рассматривали нелинейное урав-
нение 

ut—F{u)—uxx=0, • (13) 
названное впоследствии уравнением КПП (по именам авторов); здесь 
F (и) — некоторый нелинейный оператор, типичным примером нели-
нейности являются источники вида F(u)=u2—и. Развитый в работе 
[1.46] метод изучения асимптотики решений уравнения (13) при t-*-оо 
основан на возможности использования явного вида фундаментального 
решения для линейной части уравнения (13). Эта работа вызвала боль-
шой поток исследований асимптотики при i/->oo решений различных 
модификаций уравнения КПП (см. обзор [1.50], [18]). ' 

Однако оба описанных подхода неприменимы при построении 
асимптотики при t-^оо решений ННУ. Целью этого параграфа явля-
ется нахождение асимптотики при решений ННУ с диссипацией 
[19 -21 ] . 

1°. Асимптотика решений задачи Коши для уравнения Уизема 

Рассмотрим задачу Коши для уравнения Уизема: 

Щ + и1 + 9С ( и ) = 0 , и\и*о = и(х), х е - Я г , * > 0 , , (14) 

где 
оо 

W (и)= J exp {ipx} к (р) и (р, t) dp, (15) 
—00 

и(р>0 — преобразование Фурье функции u(x, t), К(р) — символ опе-
р а т о р а ^ . Решение и(х, i) задачи (14) предполагается вещественным, 
поэтому символ # ( р ) должен удовлетворять условию К* (р)=К(—р), 
т. е. консервативная часть символа К2=1шК(р) является нечетной 
функцией p e i ? i , а неконсервативная часть K1==ReR{p) — четной. Спра-
ведлива 

* Ссылки вида [1.48] означают работу [48] в обзоре [1J. 



Т е о р е м а 10. Пусть: 1) символ К{р) удовлетворяет условиями 

КЧр)=% + <*\Р\6, ^ ( Р Ж ^ р ^ , |р|<1, Я > 0 , 0 < 6 < 3 , 
6 < p , © > 0 ; 

К1(р)>Х+с2т^(р)М(р), р е Я,; 

\К(р1)~К(р2)\^с3\Ар\^Ма(р1), lA^li— — 1, 
р и Р а е / ? ! , O i S ( 0 , ' l } , а > 0 , m(p)j==min(l, |р|), 
M(p)eamax(l , |р|); 

2) для фурье-образа и (р) начального [возмущения U(x)eLl(Rl) вы-
полнены оценки 

| й(р) | < еЛГ3~а (р), |S( P l ) -S (p 2 ) | < с4|| Ар | а ' М - 3 (рх), 

|Ар|<1, РХ, Р З Б Е ^ , СТ2<ЕЕ(0, 1], с г > 0 , г = 1, . . . , 4, 

« 0 < е < с , где с — некоторая константа, зависящая от К(р). Тогда для 
решения u(x,t) задачи Коши (14) при itj+oo справедлива асимптоти-
ческая формула 

оо | -
и(х, 0 = Л е х р { — U ) Г 1 / ( 5 J cos (pi) exp {-*>p6} dp + O (exp {—M} t~l/6~\ 

I " 0 
(16) 

равномерная no. £ = U I H / e > 0 , p > 0 зависит от символа K(p), А — 
некоторая константа, зависящая от символа К(р) и начальной функ-
ции й(х). Вид этой зависимости может быть представлен в явной фор-
ме (см. [21]). 

Пример. Символ /C(p)=c1|p|<5 + /c2|p|v6sgnp, б е (0, 3), v e (1, оо), 
> 0 , с2—любое вещественное число, удовлетворяет всем условиям тео-

ремы 1. В частности, если 6=2, -v=3/2, to К(р) отвечает уравнению 
Кортевега—де Фриза—Бюргерса. Символ 
отвечающий уравнению Курамото — Сива 
ряет условиям теоремы "1, и для решения справедлива асимптотичес-
кая формула (16) с 6=2. В этих примерах 

К{р)=ар2+Ьр\ а>О, Ъ>О, 
шинского, также удовлетво-

Я = 0 . 

2°. Асимптотика решений задачи Кошй для нелинейного нелокаль-
ного уравнения Шрёдингера 

Рассмотрим задачу Коши для ННУШ: 
iut+u2u*-\-iX{u)= 0, u\t=o=u(x), x&Ri, t> О, 

здесь линейный оператор Ж {и) определен по формуле (15). 

(17) 

Если 1Ж{и)=ихх+1аи, что соответству 
(5) является обобщенным уравнением 

ет символу R(p)—ip2+a, то 
Ландау—'Гинзбурга [1.48], 

[1.47], [17] в случае, когда Ш (и)=ихх+ j q(x—y)u(y,t)dyt что COOT-
оо 

ветствует символу K(p )=tp 2 — iq ip ) , уравнение (17) является ННУШ 
и описывает процессы, связанные с диссйпацией или накачкой энер-
гии [1.42]— '[1.44], |[1.47]. 
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Отметим, что если символ К{р) чисто мнимый и четный, то урав-
нение (17) имеет следующие три закона сохранения: 

оо оо 

§ uu* dx=const, ^uu*xdx=const, 
—ОО —00 

00 

1 [(uuy + 2uX(u*)]dx=const (18) 

—оо 

j Т е о р е м а 11. Пусть: 1) символ К(р) удовлетворяет условиям: 

Д1(р)=Я + (о|р|в, б е ( 0 , 2), ш > 0 , 
i * 2 (p ) l^q|p| p , Р > б , |р|< 1; 
К1(р)>Х + 2'к(р), x(p)=c2m«(p), peRn 
IKipJ-KipJl^CzlApl'Wipj, |ДВ| = 1 А - Р , 1 < 1 , ръ PtEzRi, 
а > 0 , а х е ( О, 1]; 

2) фурье-образ и(р) начального возмущения u(x)^Li(Ri) удов-
летворяет оценкам: 

|й(р)1<еАГ 3 - а (р) , PmRx- | u(pi)-u(p2)\^ 

^c t\Ap\a*M-2(pL), |Ар|<1, рх, р 2 е / ? ъ а2е=(0, 1], с г > 0 , . 

i= 1 , . . . , 4 , 

s > 0 достаточно мало. Тогда для решения и(х, t) задачи Коши (17) 
справедлива асимптотическая формула (16), равномерная по £= 
= Ы Н / в > 0 . 

Пример. Символ iK{p)=clLp2+ic2\p\ti, б<2 , с 2 >0, Ci — любое, удов-
летворяет всем условиям теоремы 2 и отвечает уравнению ННУШ с 
диссипацией. 

Замечание. В теоремах 10 и 11 предполагается степенная зависи-
мость символа К(р) при малых р. Этот случай является наиболее ин-
тересным для физических приложений. Однако и общий случай произ-
вольной зависимости от р символа К(р) допускает подобное рассмот-
рение. Так, например, для обобщенного уравнения Ландау — Гинзбур-
га, символ К(р) которого имеет вид R(p)=ip2+ay а>0, решение 
« ( ^ ^ соответствующей задачи Коши при t-+oo имеет следующую 
асимптотику: 

и(х, t)=t~l/2 exp {ll2t—at} Л (?) + О (Г 1 exp {—at}), (19) 
равномерную по l=x/2te.Ru где величина А (|) допускает явное пред-
оставление через символ К(р) и й(х). 

3°. Асимптотика решений задачи Коши для обобщенного уравне-
ния Колмогорова—Петровского—Пискунова 

. Рассмотрим задачу Коши для обобщенного уравнения КПД: 

щ—и2 + Ж{и)=0, и| / = 0 =« (* ) . '(20) 



Здесь Ж (и) определено по формуле (15). Уравнению КПГТ отвечает 
символ К (р) = 1 + р2. Справедлива 

Т е о р е м а 12. Пусть символ К(р) удовлетворяет условиям: 

Ц&(р)=1 + \р\\ ltf2(p)l<Ci!p|*V Р>6>0, 1 р | < 1 / 2 ; 

К}{р)> 1+у, V>0, \р\>1/2; 

I к (рд-К(р2) С21 Ар Г ' Ма (ft), |АР| = | Р 1 - Р 2 | < 1 , 
a x e ( 0 , 1], а > 0 , plt p2^Rlf clt 4 > 0 ; 

2) фурье-образ и(р) начального услбвия U(x)^Ll(Rl) удовлетво-
ряет следующим требованиям: 

| й ( р ) К е М - 2 - а ( р ) , ptER l t 

\и(РГ)-й(р2)\^г\Ьр\а*М-2(Р1), |Др|^1, а2е=(0, 1], 

где О < е < с , с>0 определяется символом К(р). Тогда при оо равно-
мерно по £=Ы/-1/в>0 имеет место асимптЬтика: 

, оо 

и(х, 0 = ^ e x p { — t } t ~ m J c o s ( p | ) e x p H p e } r f p + 0 ( e x p { — t } r 1 / 6 ~ V o ) , 
о 

(21> 

где уо>0 — некоторая константа, определяемая символом R(p) , кон-

станта А выражается через символ К(р) ц начальное условие и(р) яв-
ным образом (см. [19]). 

Пример. В частности, теорема 12 верна для самого КПП, при этом 
в асимптотике (21) 6=2, уо=1/2. 

4°. Задача о распаде ступеньки для уравнения Кортевега—де Фри-
за—Бюргерса (КдФБ) 

Уравнение КдФБ: 
щ 4- 2иих + аичхх—Ьихх—0; а, 6=const (22> 

представляет значительный математический интерес, поскольку она 
объединяет в себе типичную гидродинамическую нелинейность, про-
етейшую нетривиальную дисперсию и диссипацию. Это уравнение опи-
сывает такие физические явления, как распространение слабых удар-
ных волн в плазме, эволюцию газожидкфтной смеси, волны в упру-
гой трубке, заполненной жидкостью, и др. [22—26]. 

Рассмотрим задачу Коши для уравнения (22) с начальным усло-
вием й(х) и изучим асимптотику решений при *-»-оо. В случае когда-
начальное возмущение й(х) достаточно быстро убывает на бесконечно-
сти, асимптотика решения задачи Коши |гри больших временах най-
дена в пункте 1° этого параграфа: равномерно по g = W / ( 2 y * ) > 0 спра-
ведливо представление 

и{х, t)=Arm ехр {-%} + 0(Г1), (23> 

А — константа, явным образом зависящая от й(х). 
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Весьма интересной задачей для уравнения КдФБ является зада-
ча о распаде ступеньки, т. е. изучение асимптотического при оо по-
ведения решения задачи Коши для уравнения (22) с достаточно глад-
жим начальным условием ^(х)-*-^1 ! при х->-±оо. Этой задачей зани-
мались многие авторы: Джефри [27] нашел два точных решения типа 
бегущих волн; Бона и Шёнбек [28] доказали существование решений 
вида бегущих волн и рассмотрели их пределы при а, 6-И); С. П. Но-
ликов, В. В. Авилов, И. М. Кричевер [1.25], [1.26] изучали задачу о 
распаде ступеньки численными методами. 

В этом пункте мы рассмотрим задачу о распаде ступеньки в об-
щей постановке и, в частности, дадим положительный ответ на постав-
ленную в работе Бона и Шёнбека [28] проблему об устойчивости ре-
шений типа бегущей волны. 

Итак, рассмотрим задачу о распаде ступеньки для КдФБ: 
ut + 2иих + аиххх—ихх=0, 

(24) 
и(х, 0)—u(x), и (х)->• 1, Х-*± 00. 

Несколько более о|>щая задача: 

6)=ij>(*), Щх)-+Ь± при х-+± оо, b+ < Ь - , р > 0 (25) 
«водится к задаче (24) с помощью замены 

где 

Не ограничивая общности, можноч считать, что константа а в задаче 
(24) положительна, это достигается' заменой 

w(x,t)=—ы(—х, t). 

Рассмотрим для задачи (24) решения вида бегущей волны <р(*— 
—М), удовлетворяющие на бесконечности условиям 

ф-э-rfcl, ф*, при ^ оо. 

Легко видеть, что бегущая волна ф(х—kt) удовлетворяет уравнению 

- « Р « + Ф , — 1 - ( 1 — Ф 2 ) = = 0 , (26) 

причем Я—0 (т. е. ф(*—Я0=ф(*)—стоячая волна). Как показано в 
работе А. Н. Колмогорова, И. Г. Петровского, Н. С. Пискунова [1.46], 
существует единственное решение уравнения (26) с условиями 
•ф->±1 при JC->=FOO, если выполнено условие 1>8|а|. 
Справедлива 

Т е о р е м а 13. Пусть выполнены условия: 
1) 0 < а < 1/8; 
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2) существует число а такое, что функция 
* 

' » ( * ) = $ . ( £ ( * + а ) — ф ( * ) ) Л : е Я " ( / у , ! 
- ' <27> 

J x2w2(x)dx<. оо; 
—оо 
3) начальное условие й(х+<х) достаточно близко к ф(^): 

\\w(x)\\HHRi)^Cl, (28) 

Ci>0 — некоторая константа. Тогда существует единственное решение 
u(x,t) задачи Коши (24) и справедлива оценка для всех />():, 

(29> 
Сг>0 — некоторая постоянная, а 

w (х, t)&a I (и(х + а,. t)—y(x))dx. (30> 

Замечание. Из оценки (29) следует, в частности, что при О 

sup\u(x + a, t)-q>(x)\^c2(t + \)-l/2, ' (31> 
x&Rt 

т. е. решение задачи (24) существует, единственно и стремится при 
t->~оо к стационарному решению ф(х) равномерно по x^R\ с оцен-
кой скорости сходимости. Из неравенства (31) вытекает асимптотиче-
ская устойчивость бегущей (стоячей) волньй. 

5°. Асимптотика решений задачи Кощи для системы уравнений 
поверхностных волн 

Вернемся к задаче Коши (3) для системы уравнений поверхност-
ных волн. Будем считать, что начальное возмущение поверхности ri(*) 
удовлетворяет условию 

оо 

—оо о» 
Из закона сохранения массы (см. [2, 3|) следует, что ^ t)dx= 

•«> —ОО • 
= 0 при всех 0, если выполнено условие; (0) =0. Далее будем счи-
тать последнее требование выполненным. Определим вектор: 

V «(/>. о / 
и вектор решения v (х, t) как обратное преобразование Фурье: 

оо 

v(x, t)=(2n)-2 J exp {—i(p,x)}v(p,t)dp. ' 
—оо 
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Введем матрицу 

• U, K j XlplKsip) КАР) ) 

и обозначим A-i(p), !Яг(р), Лз(р) собственные значения матрицы /С(р); 
будем считать i / ( p ) различными* при p^R2\0 и упорядочим их па 
возрастанию реальных частей. Рассмотрим также фундаментальную 
матрицу Коши 

з 

е х р { - / ( ( р ) 0 = Е е х р { - М р ) * } Д / ( Р ) 
/ = 1 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами, зависящими от параметра p e / f o 

j ! * % J L + K № ( p . 0 = 0 , at 

где Dj(p) —матрицы 3X3. Всюду далее будем обозначать 

i=l 
для вектора ..., 

Т е о р е м а 14. Пусть: 1) матрица К(р) такова, что 

Я/ = Re^=а/-\-bj\p\в/" + О.(IрIe+ffl) при |р|<1, 

Я/ 1>а+с 1 /п в (р)М(р) при pei? 2 , 

[1тЯНр)1<са|р1в+а ' при !р|<1 , 

ШДр)И«:сз** при рс=Я2, 

I M P i ) - ^ ( P a ) l + II D, (р^—Dj(p2)\\ < c4| Ap|ff'Ma(px); 

2) для фурье-образа начального возмущения v(p)e(L1(R2))s выпол-
нены следующие оценки: 

| ? ( р ) К е Л Г 4 " а ( р ) , р е ^ , 

I ?(Ра) I (Р2) К 1 Др | ' ( р О , 

г д е 

О ^ а ^ а г ^ а з , ^ > 0 , б у > 0 , / = 1 , 2, 3, 6=max(61 , 6a, б3), 
8е=(0, 3), а ъ а2, ста, ст4<=(0, 1], а > 0 , с1э с 5 > 0 , |Др| = 
= I P i — Р г К Ь Л. m(p)s=min(l, |р|), 
М ( р ) ^ т а х ( 1 , |р|). 

* Случай равных корней вносит дополнительные технические осложнения, хотя 
характер асимптотики остается прежним. 

**'Здесь и далее ||Л|| понимается как норма линейного оператора, действующего 
на в Ri. 
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При этом 0 < е < с , где с — некоторая полджительная константа, опре-
деляемая матрицей К (р). 

Тогда для решения v(x,t) задачи КЬщи (3) справедлива равно-
мерная по t-=xt-l/6^R2 асимптотика при t-foо: 

V (х, t)—A (I) exp {—at} Г 2 / 6 1 + О (ехр {- at) Г - 2 / f l i — 

где [х>0 — некоторая постоянная, а функция А (|) имеет следующий 
вид: 

1) если ai=a2=az и 61—62=63, 

3 2Л оо 

А ® = т £ $ М«рГ { / ( ? , I)—^!q\6l}Df(ф)Ф^у (ф). (32) 
N=0 /= 1 О 

2) если 0^а 1 ==а 2 ==а 3 м 6Х ;>6 2 ;>6 3 , либо а1—а2<.а3 и б х ; > 8 2 : > 0 , 
О, либо 0 ^ ах < а2 ̂  а3 и 6Х>»0, 62>>0, 6 3 > 0 , 

2Л оо 

Е J dkpJJ |<7|ехр{! (q, 1)-ЬМ6'}Ф„(<?У, 
N=1 0 0 

3) если 0 ^ a 1 — a 2 = a 3 и 6 j = 6 2 > S 3 , либо 0 ^ а 1 = а 2 < а 3 и 6 X = 
= 6 2 > 0 , 6 3 > 0 , 

00 2 2n 00 ' 
J d v f t f U I M e x p p f o j i ) — I <71 e ' }Д/ (ф)(ф)» 

w=0 /=10 0 
где 

lim 

а векторы Ф^(ф) выражаются через символ К (р) и допускают явное 
представление. 

Примеры. 1) Рассмотрим систему уравнений Буссинеска с вязко-
стью: 

4i + ( V , "Л")—gi Л "П + &2 A ( V , и ) = 0 , 
"< + ("> V ) H + £ 3 V Л — А и = 0 , 

gi, £2, — константы: g 4 > 0 , g ig i>g2gs>0 . Собственные значе-
ния матрицы К(р) равны 

• (P)=~\P\2(gx + g,-gb), K(P)=gM\ 

h(P)=-Y\P\2(gi + gi + gb), + 

Асимптотика имеет вид 

и(х, Ц=А(1)ГХ+0{Г3>% \ (33) 

вектор Л(|) дается формулой (32), где 6i=2, Ь/=Л/(Р)\р\~2. 

16 

Dj(p), 



2) Рассмотрим систему Доброхотова с вязкостью: 

— оо 

X ipU)uU)(p, t)dp = О, 

где gu g2, gz, gi — константы: g 4 >0 , gig4>g2g3>0. Собственные значе-
ния матрицы K{p) равны, 

Асимптотика имеет вид (32), (33). 
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