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Получено точное решение для электромагнитных волн в космологической модели 
>с вращением типа Гёделя. Показано, что характер распространения и спектр волн 
•определяются только вращением и не зависят от причинной структуры пространства-
времени. 

Задача нахождения решений классических волновых уравнений в 
искривленном пространстве-времени является важным аспектом фун-
даментальных исследований в современной теории гравитации. Этот 
интерес связан, во-первых, с возможностью наблюдения влияния про-
странственно-временного континуума на распространение ф и з и ч е с к и х 
лолей (классический пример — красное смещение в спектрах галак-
тик, обусловленное расширением Вселенной). Во-вторых, большой ин-
терес к теории квантованных материальных полей в искривленном 
л р остр а н стве-в р е м ени также стимулирует создание соответствующего 
каталога классических решений различных волновых уравнений. Глав-
ное препятствие в решении данной проблемы — сложность классиче-
ских волновых уравнений во всех, за исключением простейших, ис-
кривленных пространствах. 

Цель данной статьи — решение классического волнового уравне-
ния для электромагнитного поля во вселенной типа Гёделя. Эта кос-
мологическая модель позволяет исследовать различные свойства фи-
зических полей, связанные с глобальным вращением. Подобно тому 
как космология Фридмана является простейшей космологией, позво-
ляющей выявить свойства, вызванные расширением Вселенной,. так и 
вселенная (типа) Гёделя является простейшей космологией для изу-
чения эффектов, связанных с вращением Вселенной. 

Ранее нами было показано [1, 2], что сам факт существования 
космологического вращения не противоречит современным наблюда-
тельным данным, в том числе изотропии микроволнового фонового из-
.лучения, данным ядерной космохронологии и т. п. Поэтому вполне ве-
роятно, что предлагаемое исследование представляет не только теоре-
тический, но и практический интерес. 

Однородное пространство-время во вселенной типа Гёделя описы-
вается метрикой 

dss—dt2—(dx2 -f- kexp {2mx} dy2 - f dz2)—2 exp {mx} dtdy, (1) 

где t, x,,y, z — координаты; k, m, a — константы. Условие £ > 0 обеспе-
чивает корректную причинную структуру пространства-времени: отсут-
ствие замкнутых времениподобных кривых (во вселенной Гёделя k / a = 

—1/2). Считаем, что Вселенная заполнена спинирующей материей, 
элементами которой в современную эпоху являются галактики или 



кластеры галактик [3, 4] . Угловая скорость вращения пространства? 
(1) 

соар = — у а т ехр {тх} 6jaSp3, 

(О -у V-TT- Ч ' 1 < 2 > 2 ¥ k - f а I 

Часто задачу об электромагнитных волнах в гравитационном поле 
сводят к решению задачи об электромагнитных волнах в плоском 
пространстве, которое заполнено некоторой «средой». «Электрические» 

41 «магнитные» свойства последней определяются (конформно-инвари-
антными) величинами, построенными из метрического тензора g^ [5]. 
Уравнения Максвелла в такой «среде»: 

' S?=suFf ±i(G х ¥%, (3> 

- V X F ± = + - i - S ± . ' (4) 
i dt 

v S ± = 0 (5) 

полностью определяют свойства электромагнитных волн в гравитаци-
онном поле [6]. Здесь (— g) l/2gijlgoo и G^— g^/goo; F = 
= Е ± Ш и S ± = D ± t B , где 

Di—b^Ej—(G x H)„ ' (б) 

Bi — №ijHj + (G X E)f. (7), 

Несложный расчет показывает, что в метрике (1) 

G = (0, Уо/г, 0), 6 n = / F + a / r , e 2 2 =r/ l / f e + 0, г33=Уk + o/r, 

где г — новая переменная, введенная 'Соотношением г=ехр{—тх}; со-
ответственно djdx=—mrdjdr. 

Ищем решение уравнений электромагнитного поля (3) — (5) в виде 

Р ± = Ф ( г ) е х р {ikfy + ikiz—i&t}. (8> 

В результате подстановки (8) в (3) — (5) получим следующую си-
стему уравнений: 

ikf<bi-ikf<bf ~iQ J ^ L Ф3
± = ± V k + a . QfDf, (9) 

Т г 

ikf<l>t -f пггФ£г=± —у~==?- , (10) 
У а 

—iktOf + iQФi—mrf>Zr=± уГк+° &Фз , (И> 
г г 

где Ф(г) = ( Ф ь Ф 2 , Ф з ) . 
Преобразуем (9) — (11) надлежащим образом и найдем 

Ф г = г ± _ — { u $ - q Ф з - — Ф г ; 
Vk+a{Q* — k f 2 ) \ г J (Q2 — fef2) 

(12) 



0)2*= ! \kf Ф 3 - ± mYk-\-oQ<X>tr 
(Qa—jfe±2) L \ Г J 

(13) 

+ v ( v + l ) ) ф Г а 8 а 0 . ( 1 4 ) 

dra 

В (14) введены следующие обозначения: 

а — (15) 
m ~\/k + о 

2Q У а fef 

m2 (k -f cr) 
1 
2 ' + 

(ft^ ± CO)2 fe / 1 Q2 \ 1 1/2 

J • fc + ст \ 4 

(16) 

(17) 

Ясно, что функция Ф(г) должна быть конечной и однозначной. И з 
(12) — (17) легко видеть, что при kf=0 (электромагнитная волна 
распространяется вдоль оси z) не существует ограниченных решений. 
Поскольку данный вывод не зависит от соотношения между о и й, то он 
будет справедлив и в модели Гёделя (kja——1/2), что было показано 
в работе [6]. 

Теперь рассмотрим случай, когда k f > 0 . Детальный анализ 
уравнений (12) — (17) показывает, что единственным решением, удов-
летворяющим условию конечности и однозначности Фь Фг, Фз, явля-
ется следующее: -

. ф 3 = = с ехр { — и / 2 ) ui+v Li , + 2 v ) (и), 

v > 0 , (18) 

где u—2ar, п=0, 1, 2 . . . ; L„ + 2 v ) — полином Лагерра; с — произ-
вольная постоянная. Частота Q определяется по формуле 

£2=2(1 +/г/0) ( 1 + v + n)©. (19) 

Из (19), учитывая условие причинности (k/o>-0), получим 
Q > 2 (1 + k/o) а> > 2(0 (пг > 0), 

— 2 ( 1 + 6 / о ) < о < — 2© ( m < 0 ) , ^ 

т. е. во вселенной типа Гёделя не могут распространяться электромаг-
нитные волны с частотой меньше чем 2&>(1+&/а). Чтобы лучше пред-
ставить смысл неравенства (20), предположим, например, что значе-
ние угловой скорости со порядка {о/к)Н (параметр Хаббла # ~ 1 , 6 Х 
x l 0 - i 8 c - i ) Х о г д а ^ « 2 Я « 3 , 2 - 1 0 - 1 8 с-1 , или X=c/v~c/2H^ Ю28 см. То 
есть неравенство (20), возможно, указывает на довольно естественное 
ограничение: во Вселенной не могут распространяться электромагнит-
ные волны с длиной волны больше размеров Вселенной. 

Нетрудно видеть, что во вселенной Гёделя, где существуют зам-
кнутые временилодобные линии (kJa=—\J2), вместо (19) и (20) име-
ем [6] • j 

i Q = ( l + v + r t ) c o , 

т. е. граница допустимых частот здесь в 2(1 + k / a ) раз «ниже». 



Из (17) и (19) найдем дисперсионное соотношение: 
v • 2 = ( ^ з : ) 2 ± 2со/г* + 2coQ (1 -f- 2п±)—т2п± (п* - f - 1 ) , (21) 

г д е п ± — 0 , 1, 2, Из (21) видно, что при фиксированном kf ча-
стота iQ имеет дискретный спектр. 

Проводя аналогичные расчеты для kf<.0 и вводя переменную 
w=*—2а/, получим то же решение (18), а вместо (19) и (20) имеем 

Q = — 2 ( l + f e / 0 ) ( l 4 - v + n)cDsgn(m), (22) 

2(о. ( 2 3 ) 

Соответствующее данному случаю дисперсионное соотношение по-
лучается из (21) заменой Q-i—Q. Из формул (19) —(20), (22)—(23) 
видно, что характер распространения электромагнитных волн (поло-
жительная, отрицательная частотность; направление распростране-
ния), а также эффект возникновения дискретного спектра частот Q 
связаны с глобальным вращением Вселенной (и его направлением),, а 
не с причинной структурой! пространства-времени (нарушением при-
чинности), как считалось р^нее [6]. 
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ПРИМЕНЕНИЕ ВАРИАЦИОННО-РАЗНОСТНЫХ МЕТОДОВ 

ДЛЯ РАСЧЕТА ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ВОЛНОВОДОВ 

А. Н. Боголюбов, Т. В. Едакина 

(кафедра математики) 

Дан обзор современных вариационно-разностных методов расчета диэлектричес-
ких волноводов, в частности световодов. Рассматриваются основные проблемы, воз-
никающие при использовании метода конечных элементов и метода конечных разнос-
тей в вариационной постановке для решения задач о распространении электромаг-
нитных волн в прямых диэлектрических волноводах, однородных вдоль направляю-
щей оси, со сложной формой поперечного сечения и сложным профилем диэлектри-
ческой проницаемости. Рассматриваются различные виды вариационной постановки, 
различные способы ограничения области и учета поведения поля на бесконечности, 
способы сведения исходной задачи к алгебраической проблеме собственных значений 
и вычисления собственных значений и собственных векторов. Особое место уделяется 
проблеме борьбы с не имеющими физического смысла фиктивными решениями, так 
называемыми «духами». 

В предлагаемой работе рассматриваются основные проблемы, воз-
никающие при использовании метода конечных элементов и метода 
конечных разностей в вариационной постановке (или вариационно-
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