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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИССИПАТИВНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ПРИ БОЛЬШИХ * И t 

П. И. Наумкин 

(кафедра математики) 

Получено асимптотическое представление при больших х и t решений задачи 
Коши для следующих нелинейных диссипативных уравнений: Кортевега—де Фриза— 
Бюргерса, Колмогорова—Петровского—Пискунова, Отта—Судана—Островского и 
Бюргерса с линейным затуханием. 

Изучение асимптотического поведения при t-+oo решений различ-
ных нелинейных эволюционных уравнений привлекает огромное внима-
ние исследователей. Например, в [1] рассматривалась так называемая 
задача о распаде ступеньки для уравнения Колмогорова—Петровско-
го—Пискунова ( К П П ) : 

ut-{-u2-{-u—ихх—0 (1) 

(см. также обзор [2]), т. е. вычисление асимптотики при больших вре-
менах решений задачи Коши, удовлетворяющих следующим граничным 
условиям: 

и(х, {)-*-1 при —оо и и(х, при оо. 

Асимптотическое поведение при. t-^oо решений задачи Коши для 
уравнения Бюргерса 

Щ + { и х ? ~ и х л = О (2) 

может быть определено с помощью подстановки Хопфа—Коула [3, 4]. 
Обнаруженный недавно метод обратной задачи рассеяния дает 

возможность вычисления асимптотики при t-*~оо решений уравнения 
Кортевега—де Фриза (КдФ) (см. {5, 6]): 

ut + (ux)2 + -~uxxx=0. (3) 

Все эти результаты существенно связаны с уравнениями (1)—(3) 
и теряют силу при произвольном возмущении этих уравнений. Напри-
мер, замена Хопфа—Коула неприменима к уравнению Бюргерса с ли-
нейным затуханием 

щ + {uxY + U—ихх=0, (4) 

а асимптотика решений уравнения Кортевега—де Фриза—Бюргерса 
(КдФБ) 

Щ + ("*)2— Uxx иххх — 0 (5) 

и уравнения Отта—Судана—Островского [7, 8] 

Щ + («*)2 + Я (их) + - f и х х х = 0 , (6) 

где Н[и) — преобразование Гильберта, не может быть вычислена с 
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шомощью метода обратной задачи рассеяния. И наконец, асимптотика 
решений уравнения КПП (1) не рассматривалась до сих пор в случае, 
когда и(х, t)-+-0 при х - ^ ± о о . 

Перечисленные выше уравнения (1) — (6) являются частными слу-
чаями следующего модельного уравнения: 

+ = . (7) 

где s = 0 ; 1, 
оо 

К (и) = — ^ dp exp {ipx} К (р) и (р, t), 
00 

оо 
и(р, t)— ^ exp {—ipx} и (х, t)dx—фурье-преобразование функции и(х, t). 

—-оо 
Уравнение (7) применимо для описания широкого класса волновых 
процессов в диссипативных и диспергирующих средах и включает в 
•себя многие как локальные, так и нелокальные уравнения (см. обзор 
[9]). В случае уравнений (1) — (6) символ оператора К(р) имеет вид 

Х(р) = Х + | р | б + ф(р), (8) 

где Я>0, ф(р )=—(ш/3)р 3 , а > 0 , 6 = 2 для уравнений (1), (2), (4), (5) 
и 6 = 1 для уравнения (6). В работах [10, 11] для решений задачи Ко-
ши для уравнения (7) получена следующая асимптотика при t-+oo рав-
номерно по \-=хЦх,й\ 

оо 

и(х, t)—A exp {-Щ Г 1 / 6 j c o s exp dp + O ( ) , (9) 
о 

где Я>0 , 6 > 0 , |л>0 и А — некоторые константы, определяемые явно 
символом К{р) и фурье-образом начального условия. Из формулы (9) 
неясна асимптотика решений при одновременном стремлении |-*-оо и 

оо, поскольку главный член в (9) стремится к нулю при £->°о, а за-
висимость от % остатка не выписана явно. 

Оказывается справедливой 
Т е о р е м а 1. Пусть 1) символ К(р) оператора К представим в 

виде (8) при p^RДО, где <р(р)еС 4 (#Д0) и удовлетворяет оценке 

d!ф (р) 
dp1 <Cjme-H-o(р)Ма(р), 0 < / < 4 , 

2) фурье-образ и(р) начального возмущения и(х) принадлежит 
и подчиняется оценке 

dlu (р) 
dp1 < 8 М ~ 3 - 4 а ( р ) , о < / < 4 , 

где 0•<е<с, с>0—некоторая константа, сх>0, а^О, Х^О, а>0 
m(p) = min ( l ; |р | ) , М(р)=max(l;. | р | ) и, кроме того, если Я = 0 , т 
б е ( 0 , 1 + 2s), а если Я > 0 , то б е (0, оо). 
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\ х \ 

Тогда при t-*-оо и j1/6 -> оо справедливо асимптотическое 
представление 

и(х, / ) = Г б _ 1 Г 1 / в ехр { - Я / } (5 + О (Г11 + Г1176)), (10)< 

где B = - 4 r ( l + 6)sin(n;6/2), ц > 0 , величина А та же, что и в формуле 
(9 ) . 

В частности, для решений уравнения (6) из формул (9) и (10) 
имеем при всех и t->оо 

и(х, t)= (1 + 0 J ^ ' 
t 

Для уравнений (1), (2), (4), (5) величина 6 = 2 и главный член в фор-
муле (10) обращается в нуль. Для вычисления асимптотики в этих 
случаях приходится потребовать аналитичности фурье-образа началь-
ного возмущения. Имеет место 

Т е о р е м а 2. Пусть 1) символ К{р) оператора К в уравнении 
(7) имеет вид (8) с <р(р) =—/ар3 /3, а > 0 , 6=2, А,>0 при s= 1, но Я->0' 

при s=0; 
2) фурье-образ и(р) начального возмущения и(х) аналитичен в обла-
сти г]=1ш p > d = — 1 /а и удовлетворяет оценке 

d!u ( р ) 

dp1 < еМ~ь (р) ехр {Ьц {р)}, /=0; 1, 

где Ъ>0, 0 < е < с , с < 0 — некоторая константа, |л(р) =t i 2 (1 + аг\/3). 
Тогда при оо имеют место следующие асимптотические форму-

лы: 1) при y=xjf>d 

и(х, t)=A(io)exp{-vt) у " + 0 ( e x p { - v / } Г 3 / 4 ) , (И) 
Vl + ay 

где 0 = / Г Й 5 - 1 , » _ * + ^ ((1 + ш , ) « - 1 - J 5 - V 
а За2 \ 2 У 

2) при y=d 
i i \ Г — )ехр{-М-*/За«) 

и(х, t)=A(id) и >
/ г ^ л 1 / 2 + о ( е х р ( ~ л 7 7 ); (12> 

(/3^)1/3 ' \ t 

3) при y<d 

/=i 

X ехр { ( - 1 ) ' i ( - ^ - - A a ^ j J + O ( e x p { - x 0 r 3 / 4 ) s (13) 

где X=l + yd--^-d\ >Q 

Величина A(p) явным образом выражается через символ К(р) и 
фурье-образ начального возмущения. 
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Теорема 2 дает асимптотику решения уравнения КдФБ (5). В слу-
чае а=О, т. е. для уравнений (1), (2) и (4), как следствие теоремы 2 
получается 

Т е о р е м а 3. Пусть 1) символ К(р) равен К(р)=Х+р2, где 
при s=l и Я>0 при s=О, 

2) фурье-образ и(р) начального возмущения й(х) аналитичен всюду 
на комплексной плоскости и удовлетворяет оценкам (г]==1ш р): 

< е Л Г 6 ( р ) е х р { 6 т 1 2 } , / = 0 ,1 , 

еде 0 < 8 < с , с > 0 , Ь > 0 — некоторые постоянные. 
Тогда при t->oo и л:->±°о равномерно по y=(x/t)^Ri справедлива 

асимптотика 

«(*, t)=A ( A ) y r Z e x p { _ W - ! , W } + 0 ( e y )• (14) 

Заметим, что асимптотики (9) и (10) не зависят от явного вида кон-
сервативной части Im/C(p) символа К{р). А характер асимптотики 
К11) — (14) при одновременном стремлении х-^оо и t->-оо существенно 
определяется консервативной частью Im/C(p), равно как и диссипатив-
ной частью ReK(p), символа К(р). 
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ПЕРЕНОРМИРОВКА В ТЕРМИНАХ НАБЛЮДАЕМЫХ 

Д. А. Славнов 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

Описана процедура, позволяющая однозначно выразить все наблюдаемые вели-
чины через несколько базовых. Результат не зависит от используемой схемы пере-
нормировок. 

Стандартная схема расчета наблюдаемых величин квантовой тео-
рии поля в рамках пертурбативного метода заключается в следующем. 
Вычисляются подходящие функции Грина в терминах голых парамет-
ров теории с использованием некоторой регуляризации. Затем приме-

&1 и (р) 
dp1 
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