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ИЗОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОГРУЖЕНИЯ ЗАДАННЫХ НА СФЕРЕ МЕТРИК 

ВРАЩЕНИЯ В ВИДЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩЕНИЯ В Е4 

А. В. Бадьин 

(кафедра математики) 

Исследуется вопрос о погружении метрики на S2, которая в некоторой стерео-
графической проекции имеет вид ds2=g(r) (dr2+r2dq>2), в Е4 в виде поверхности враще-
ния с полюсом. Обозлачим полюсы Оi и 02. Установлено существование погружения в 
классе Cl(S2) f]C2(S2\(OiU02)). Для погружения в классе C2(S2) даны необходимые 
и достаточные условия. Доказана изгибаемость полученных поверхностей в том же 
классе. 

В настоящей статье исследуется вопрос о возможности изометри-
ческих погружений заданной на сфере метрики вида 

g(r)(dr* + r*d<p*) (1) 

с отрицательной кривизной в полюсах в виде поверхности вращения в 
Е4. В Е3 это невозможно. 

Возьмем в Е3 сферу со стереографической проекцией на некоторую 
плоскость. Пусть М — многообразие класса С3, диффеоморфное сфере. 
В его координатный атлас войдут карты всех стереографических про-
екций сферы. Для краткости будем говорить о стереографической про-
екции М с полюсами Ох и 0 2 и картами 1 и 2. Точкам Оi и 0 2 соответ-
ствуют точки на сфере, прямую (О ь 02) будем называть осью про-
екции. Пусть gnm — риманова метрика класса С2(М). Будем говорить, 
что g„m — метрика вращения, если существует стереографическая про-
екция М такая, что в карте 1 в декартовых координатах {х, у) с на-
чалом в Ои gnm—S (V*2 + У2) Легко видеть, что в карте 2 в декар-
товых координатах с началом в 02: gnm~§ ( У ^ + ^УАтг- Будем го-
ворить, что F : М-*-Е4 — погружение М в £ 4 в виде поверхности вра-
щения, если существует стереографическая проекция такая, что если 
{и, t} — полярные координаты в карте 1 с началом в О и то существу-
ют декартовы координаты {л;1, я2, я3, я4} в Е4 такие, что F определяется 
формулами 

х 1=г х (и) cos (уxt + /г (и)), 

х2=Гг(и) sin fa* + h(u)), /ov (2) 
хэ—г2 (и) cos (y2t + /2 (и)), 

Х4 — Гг (и) sin (y2t + /а (")). 

где Ть 7г e W ; ги г2, / ь / 2 еС 2 [ 0 , + «>)• 

Пусть gnm — метрика вращения с отрицательной кривизной в Ох 

и 02. Пусть существуют g{k) (0), g{b) (0), k=l, 5. Тогда справедлива 

следующая 
Т е о р е м а 

1. Существует изометрическое погружение метрики gnm в Е4 в 
классе С1 (Л1) ПС2 (М\(ОJ(J02)) в виде поверхности вращения. 

2. В классе С2(М) необходимым условием существования изомет-
рического погружения в виде поверхности вращения является требова-
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uue Vue[0, +00)( (a(«) +1)*<4) , а достаточным — V « e [ 0, 

+ » ) ( ( a ( « ) + l ) 2 < 4 ) , где a ( u ) = . 

Доказательство. Докажем вспомогательное утверждение. Убедим-
ся, что все проекции, в которых у нашей метрики в декартовых коор-
динатах g n = g i i ( y V - f у2), имеют одну ось. Очевидно, что g(«) = 
= М " ) £ о ( " ) , где g0(Yx2 + y*)6

nm
— метрика сферы. Так как / C ( O i ) < 0 , 

то ХФconst. Совершим переход к проекции с другой осью, в которой 
£ i i = g n ( " ) (это движение g0): g(u,t)=gQ(u)X(u(u,t)). Однако du/dtФ 
Ф0 для всех й и почти всех t, а это противоречит условию gir=gn (й), 
что и доказывает наше утверждение. Тогда если искомое погружение F 
существует, то проекции, в которых метрика имеет вид (1), а F — вид 
(2), имеют общую ось. В этом случае переход от одной проекции к 
другой описывается формулами й=Ьи, t=i, где беЯ 1 . При этом 
а(й)=а(й/8). Поэтому если (а+1) 2<4, то (а+1) 2<4. Следовательно, 
для доказательства первой части пункта 2 теоремы достаточно пока-
зать, что если в некоторой проекции метрика имеет вид (1), а погру-
жение — вид (2), то в этой проекции ( а+1) 2 <4 . Для доказательства 
пункта 1 и второй части пункта 2 достаточно взять некоторые декар-
товы координаты в £4 , некоторую проекцию с метрикой вида (1) и 
построить погружение вида (2). 

Поставим задачу: 

> ь га, / ь / 2 е С 2 [ 0 , + о о ) ; 

V a e ( 0 , + 0 0 ) r l ' + r i + rt t l ' + r t f ^ g , (3) 

{1} y2A-}-ylrl=gu\ (4) 

Y i ^ / i + Y 2 i / ; = 0 ; (5) 

У и е [0, + со ) (г 1 (и) > 0 Д г2 (и) > 0). 

Если в карте 1 перейти к декартовым координатам {х, у}, то х1(х, у), 
х2(х,у), хъ(х,у), х*(х, y)^C2{R2), и это же справедливо при переходе 
к декартовым координатам в карте 2. Если погружение существует, 
то задача {1} имеет решение. 

Очевидно, когда решение задачи {1} существует, формулы (2) да-
ют искомое погружение. Для погружения, которое мы построим, плос-
кость (Х'ОХ2) окажется касательной к полученной поверхности в точ-
ке О ь Пусть r u r2, fb /2 — решение задачи {1}, тогда для всех и е 
^{х : ri2(x)¥=gx2/yi2} выполняются соотношения 

Zi lL , (6) 
lYai 

,2. 
г- _ ( g " ' ) 1 - 2 W i ( 7 ) 

2 2 lVa| Ygu*-y\r\ 

Из (3)—(7) получаем 

где 

(во V a (ёи*-У2А) ( - 4 a y - ( g u Y ) + (guy y\r^j2a—r'v 

a=yl(gu*-y2r2) + y\r2-, k=f['; Ф=г2{1 + yir2/(gu*-y2r2)} k-g\ 

Va(|e0 («)|=l) . 

25 



Введем замену £i=/"x \yi\/Ysu- Обозначим a—ug'j2g. Тогда 

£ i " = K lY i ! I ? [l 1 

Y ? D - 6 ? ) 

+ <« + 1) Ь (Y? - YD < 1 - [ 0 < Ь ' < 1, 

(cc+ 1 )2 j + 

<8)r 

где 6 = v | ( 1 — + Пусть, к примеру, y%^yf. Пусть 3u (yf < (а (и) + 

+1)2), тогда в точке и равенство (8) выполняться не может, так как b ^ 

^ Y i < ( a _ M ) 2 и П°Д корнем стоит отрицательная величина. Если в точке 

и: r\—gu2ly2
v процедуру можно повторить для г2. Поэтому когда задача; 

{1} имеет решение, (a-j-I)2 

Поставим задачу: 

^ е С 2 [ 0 , и2], 0, 

У и е (0, и2) £ « = {(« + l ) b ( l - g ? ) ( Y ?-1 )-

{2} eoYi 
kuа 

Yi 

V « e [ 0 , и , ] ( 0 < Ь ( и ) < 1 Л * ( и ) > 0 ) , 

где Y I > 2 ; |e0|=l; sgne0=sgn(a+1); 

^ где £0 e [|o, 1), l + ( Y ? _ l ) g . 

Введем обозначение: 

Й 
a = l — 

feu* 

Y? 1 - 6 ? 

Покажем, что если YI2> (a+1)2 , то для любого и2 существует та-

кое что задача {2} имеет решение. 
Возьмем некоторое u i ^ ( 0 , u 2 ) . Положим на fO, Wi]: Рз"3-

Обозначим 'u—f, тогда если существует решение, то можно выразить 
k через <gi и f: 

6(1-
bl\и* Yi 

(V?- 1) 

Y? 
(9) 

Y? 

Разложим а по формуле Тейлора и затем подставим в (9) вместе с выра-

жением для Коэффициент при члене порядка и2 для выражения в фи-

гурных скобках: р2(3—4/v2)—а"(0), члены 0, 1 и 3-го порядков отсутст-

вуют. Положим $i=Yа"(0)/(3—4/yf), тогда, используя (9), получаем fee 

е С х [ 0 , щ]. Члены порядка и4: (7^ + 3 — 7/y§ + R, где R—члены, не 
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содержащие Так как уг ^=2, то 71 + 3 — > 0, поэтому верно утверж-

y!_ 

дение: Уу. Vu <= [0, их] (k > 0), тогда Yk е С1 [0, %]. Легко видеть 

V71 Vp3 Ум <= (0, щ|( /-E i (1 - g j ) ( а + 1) ( y «- 1)/6 < 0). (10) 

В этом случае из (9) следует, что уравнение задачи {2} превращается 
в тождество при подстановке Ei^PiW+fb"3 и найденного k, значит, эти 
«функции действительно являются решением задачи {2} на [0, «1] (без 
краевого условия). 

Положим б(и)еС2[0,м2]; 

« s ; = ( a + 1)Нх (1 - Е ? ) ( ? * - 1 - ь у ь . (11) 

Если существует С2 — гладкое решение (11), то должны выполнять-
ся соотношения 

8 (а+1) ^(1-Щ) гоУ1У(1 (ab-(а+ !)•) 
Ь ~ Ь 

;2\ 

(12) 

$ 2 ( а + l ) 2 i i — — — ( а - f - l)2. (13) 

•Vi 

Если б ( и ) ^ 0 , то в силу выбора ео из (13) следует (12). Выразим k: 

Пусть 6 = —1 на [MiMj]. Так как Y 2 > ( a + 1 ) 2 , то 

а | 0 е ( 0 , l)V?0<=[f0 , 1 ) V « € = K Щ](к(и)> 0), E i^Eo -

Значит, на [мх, и2] |0, /г действительно являются решением задачи {2}. 

Рассмотрим некоторое и* е (0, щ) и б (и): на [и*, у2
{ — 1. Су-

ществует и\ такое, что на [и\, их] существует решение (И ) для всякого б, 

удовлетворяющего указанным условиям. Тогда ^ ( a + l)Ei (1—Ei) —1 )/b, 

Если использовать замену t——и и лемму Чаплыгина, то получим, что 

для всех где иЦ = (a + 1 ̂  (1 — f ) ( у \ — 1 )/&. Тогда 3«1УбУие= 

ge JUj, «i](fe(tt)>0). Положим б (и) = 0 на [0, и\]. Можно считать % столь 

малым, что 1 < а + 1 < 2 . В этом случае в области существования реше-

ния уравнения (11) на (0, и*] должны выполняться соотношения ul'{ ^ 

El > Си ; ul > Ei — ; 
1 + ( V ? - 1 ) S ? ( « I ) 

(Vj — 1) V-I*') 

E l + . 

Тогда решение существует на (0, и\] и —>• 0 + 0 при к->-0 + 0, откуда 

получаем, что 3„GE(0, и\] — 1) (1 -Е?)/[1 + Ov?" Щ > 1)> . следова-

тельно, на (0, и] Ei < С и 1 + 8 , где е > 0 . Тогда Зи e=j(0, u\](k{u) = 
= 0 Д V « £ (a, at] ( £ > 0 ) ) — это следует из (14), и на (и, и\] |i, к дейст-
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вительно являются решением задачи {2}. Однако на [0, и*] мы уже имеем, 

решение в виде PiM-f Р3"
3, и его тоже можно представить как решение (И) , 

причем из £12) следует, что соответствующее 6 ^ 0 , поэтому из (14) ^ (и) <С 

< P i « + P3a
3. Тогда Зм0 е (и, w t ] (|г (и0) = Pi "о + - Введем обозначения:. 

Ii(,) на [0, щ], 
1х 

-(2) на [«о, и2]. 

Вообще говоря, gj и k в точке и0 испытывают скачок. Пусть сначала 

бю >s io • Можно показать, что для всякого е > 0 существуют число ц > О 
и функция А (и) со следующими свойствами: А == 1 вне [щ—ц, + 

l|A-l||c[o>ai]<e, ^ ^ ^ ( A y ' ^ S f ' на [а 0-ц, u0 + \i]-, Д ^ е С 2 [ 0 , и2]._ 
Из (9) следует, что k [А|х] е С1 [0, и2]. Если е достаточно мало, то, учи-
тывая, что в (9) стоит квадратный трехчлен с переменной / с отрицатель-
ным первым коэффициентом, получаем, что найдутся ц и А такие, что-

k > 0. Аналогично поступаем, если < Hi'' . Если gfo =£10 , то тре-
буем ||А—l||ci^8 и тоже добиваемся сглаживания. Обозначим ^ = v 

очевидно, ^ и k—решение задачи {2} (условие,'подобное 
условию (10), тоже легко проверяется). 

Положим 

и " t2 

h ^ Y k d p - , Ь = h ^ - ^ - V k d p , 

тогда гь г2, / ь / 2 еС 2 [0 , м2]; это означает, что на [0, ы2] существует ре-

шение задачи {1}. Сделаем в задаче {2} замену: и—1/и; EI(m)=|1(1 /и) (этот 

закон преобразования следует из определения Можно показать, что 

h на [ 1 /и2, -j-°°) удовлетворяет уравнению 

= - l b (ab~(a+ I)2) + Ь (1 - li) (£+ 1) Ы-1)}. 

Можно считать и2 столь большим, что У« !>а 2 / 2 ( а + 1 ^ 0 ) (а->—2 
при м-v + oo это следует из теоремы Гаусса—Боннэ). Тогда е0 (и) —— 1 
и на [1/и2, 2/и3] удовлетворяет уравнению того же вида, что и Hi на 
[0, иа]. Аналогично можно построить ^ на [0, 1/и2], причем еС 2 [0 , + оо). 
Исследуем гладкость в полюсах в декартовых координатах * ) . Обозначим' 
2 = * + <>€= Q; х1 + ix2 = {Си2 + о (и2)} exp {f'YiO=° (121); x1 + ix*e= С1 (R2)y 
если 1>Z=2, то Xх -f- ix2=Cz2 + о (| ̂  |2), тогда х1 -f ix2 С2 (R2). Если нас 
интересует класс С1 (R2), то Яу!(Ум е [0, и2] ( ( а+ I)2 < Y?) A V M GEE [0„ 

1 /и2] ((а + 1 )2 < у?))• Далее, х3 -f ixi = Vg(0)z + о (| г |2), следовательно, 
д хп дхт 

x3j
rixi е= С2(#2). Из уравнений погружения g n m — R-=GaP вытекает, 

ди дир 

что ранг отображения F максимален. Покажем необходимость условия 
(a-f-l ) 2^4 при поиске решения в классе С2(М). Из уравнений задачи {1} 
следует, что при некотором k r'k(0)ф0. Например, пусть г'2(0)ф0, тогда 
хя-f-isgn y2xl=r2exp {/ |y2| t + f2}=Cu exp {i \y2\ t} + o{\z\), где C e Q , . и 

*> Здесь мы используем идею из работы [1] 
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так как x* + i s g n С 1 (Я2), то |у,| = 1. Проделаем замену гх на 
сразу в задаче {1}. Получим 

6 \ + П-= •1' ~Т « + +1 )}2 + " V № + ь ( а + 1 » ' + 

Ух У\ 

У\ I и 

При и=О 1Уу\ + Ц=1 1 + Ц. Так как /С(0)< 0, то 3 е > 0 Ум е= (0, е) 
( а > 0 ) , следовательно, у\~> 1 (в противном случае 3«((a-f-1)2>тах(у^ 

Vg)))- Тогда £ i (0)=0, это означает, что найдется е > 0 такое, что для всех 

и из (0, е] ^ удовлетворяет уравнению задачи {2} (знак е0 не важен). Из 

того, что г х еС 2 [0 , + оо), следует, что ^ е С ^ О , +°о) . Используя раз-

ложение ^1=^'(0)м-4-о(м) и повторяя вычисления для k, получаем (0 )>0 . 

Тогда x1 + jsgn71x
2 = {Ctt2 + o(|z|2)}exp{i |Yl| и 17x1=2, но ( а + 1 ) 2 < 

З а м е ч а н и е . Произвол в выборе А означает, что построенная 
поверхность изгибаема в классе поверхностей вращения. 
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ОПТИКА И СПЕКТРОСКОПИЯ 

УДК 535.3 

ПАРАМЕТРЫ ДЕФАЗИРОВКИ (ВРЕМЯ, ДЕКРЕМЕНТ, УГОЛ) 

И ИХ ЗАВИСИМОСТЬ ОТ ДАВЛЕНИЯ; ЭФФЕКТЫ ЗАМЕДЛЕНИЯ 

И УСКОРЕНИЯ ДЕФАЗИРОВКИ 

Ю. Е. Дьяков 

(кафедра общей физики и волновых процессов) 

Развито детальное математическое описание времени дефазировки тРь как функ-
ции давления при различных моделях корреляции скоростей частиц. Вводятся новые 
параметры затухания поляризации — декремент mPh и угол ф дефазировки — и рас-
сматривается их зависимость от давления. Рассчитаны пороги появления характер' 
ных экстремумов (провала Дикке, пика функции тРь и т. п.) для различных ве-
ществ. Предложен «спектронный» метод измерения спектра затухания поляризации 
по одному лазерному выстрелу. 

1. Зависимость ширины спектра Аю от давления р, обусловленная 
доплеровским и столкновительным механизмами дефазировки, для од-
них сред может быть представлена в виде монотонно возрастающей' 
кривой; для других — Аса с ростом р сначала уменьшается (сужение-
Дикке), проходит через минимум (провал Дикке), а затем возрастает 
(рис. 1 , а) (см., напр., [1, с. 18], {2, с. 89]). При этом оценка А© про-
водится по некоторому уровню 1-е от основания спектра (рис. 1,6), 
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