
ВЕСТН. МОСК. УН-ТА. СЕР. 3, ФИЗИКА. АСТРОНрМИЯ. 1992. Т. 33, № 3 

ВОЛНОВЫЕ ЯВЛЕНИЯ 

УДК 621.3.09:621.373.1 

О СОЛИТОНАХ С МАЛЫМ ЧИСЛОМ ПЕРИОДОВ ВО ВРЕМЕНИ 
ИЛИ В ПРОСТРАНСТВЕ 

А. В. Ведерко, О. Б. Дубровская, В. Ф. Марченко, А. П. Сухоруков *> 

Представлена теория солитонов в среде, дисперсия и нелинейность которой опи-
сываются уравнением Дуффинга. Для сигналов, содержащих малое число осцилля-
ций под огибающей, выведено модифицированное уравнение Кортевега—де Фриза. 
Исследовано распространение солитона и бризера. Показано, что при увеличении чис-
ла периодов бризер переходит в солитон огибающей. 

На примере двух реальных физических систем (волновод, периодическая струк-
тура) рассмотрен процесс формирования и распространения медленных солитонов в 
кубично-нелинейной среде с ограниченной полосой пропускания. Получены точные ана-
литические выражения для формы солитона и указана область их существования. 
Обсуждаются условия возбуждения нераспространяющегося солитона. 

1. Введение 

Формирование и распространение солитонов — импульсов, со-
храняющих свою форму благодаря балансу дисперсионных и нелиней-
ных эффектов, — наблюдается в средах различной физической приро-
ды и используется, в частности, в системах передачи информации. Так, 
в оптических волокнах с помощью солитонов огибающей можно до-
стичь скорости передачи порядка 1012 бит/с. В них же формируются 
импульсы фемтосекундной длительности, включающие лишь несколько 
периодов оптических колебаний [1]. Солитоны исследуются также в 
физике твердого тела, акустике и гидродинамике, микроволновой ра-
диофизике, магнетизме и т. п. [2]. 

Для описания солитонов огибающей вдали от резонансных и кри-
тических частот используется метод медленно меняющихся амплитуд, 
приводящий к нелинейному уравнению типа Шрёдингера (НУШ) [3]. 
В зависимости от знака произведения коэффициента нелинейности 
среды на коэффициент дисперсии второго порядка могут возбуждать-
ся светлые или темные солитоны, распространяющиеся с той же ско-
ростью, что и слабые сигналы в линейной среде. Такие солитоны пред-
ставляют собой пространственно-временные волновые пакеты, под оги-
бающими которых содержится большое число осцилляций поля. 

В настоящей статье мы обсудим классы солитонов, обладающих 
рядом принципиальных отличий от обычных солитонов огибающей. 
Речь пойдет прежде всего о солитонах при малом числе осцилляций 
поля, когда представление о волновом пакете неприменимо и необхо-
димо использовать, подобно нелинейной акустике, метод медленно из-
меняющегося профиля, приводящий к модифицированному уравнению 
Кортевега—де Фриза (мКдФ). Здесь большой интерес помимо солито-
нов представляют бризеры. 

Далее будут рассмотрены основные свойства солитонов вблизи 
критических частот, на которых групповая скорость равна нулю. Та-
кие ситуации, как известно, имеют место в волноводах, твердом теле,, 
фильтрах, где выше (ниже) критической частоты существует область 
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прозрачности для распространяющегося сигнала, а ниже (выше) — 
область частотной непрозрачности, в которой сигнал отражается от 
линии передач. Изменение критической частоты вследствие нелинейно-
сти диэлектрической проницаемости приводит к смещению границы 
между прозрачной и непрозрачной областями, что позволяет осущест-
вить своеобразное «туннелирование» медленных солитонов, скорость 
которых в десятки или сотни раз меньше скорости распространения 
вдали от критических частот. Вблизи критических частот можно так-
же возбуждать нераспространяющиеся солитоны. 

Помимо этого в диспергирующих средах можно возбуждать цвет-
ные или трехчастотные солитоны в средах с квадратичной нелинейно-
стью [4], солитоны в двух волноводах, имеющих ту или иную связь 
между собой [5]. 

Ниже мы остановимся на теории и численном моделировании мало-
периодных солитонов в среде с дисперсией и нелинейностью, описывае-
мой уравнением Дуффинга, а также медленных и нераспространяю-
щихся солитонов вблизи критических частот волноводов, фильтров, аку-
стических и оптических ветвей в твердом теле. Перед этим для удоб-
ства дадим краткую справку о солитонах огибающей. 

2. Солитоны огибающей и нелинейное уравнение Шрёдингера 

Пусть среда обладает нелинейной диэлектрической проницаемо-
стью 

8 = 8 о + е 2 | Л | 2 , (1) 

где А — амплитуда волнового пакета: 
£ = ( 1 / 2 ) A (t, x)exp{i((d0t—kx)} + K. с. (2) 

Здесь о)0 — центральная частота пакета, ое^2/с— волновое число 
в линейной среде, t — время, х — координата вдоль направления рас-
пространения. Влияние дисперсии и нелинейности на распространение 
пространственно-временного пакета (2) описывается амплитудой А. 
Во втором приближении теории дисперсии зависимость волнового чис-
ла от частоты можно представить в виде трех первых членов разло-
жения: 

fc(fi>) = fc(<o0) + a-» (ш—со0) + (1 /2)(со—со0)а + . . ., (3) 

где и = ( - ^ - \ 1— групповая скорость, fe2= ( д k -\ — коэффициент \ d(ot/w0 \ да2 /о)0 
дисперсии второго порядка, со — частота спектральной компоненты, 
причем для волнового пакета ширина его частотного спектра Асо<Ссоо-
С учетом малой нелинейности (1) и слабой дисперсии (3) для ком-
плексной амплитуды пакета можно получить в переменных х и т = 
= t—xju нелинейное уравнение 

i ± + | Л | 2 л = о . (4) 
дх 2 2 д%2 2е0

 1 1 

Уравнение (4), содержащее мнимую единицу в коэффициенте диффу-
зии перед второй производной д2А/дт2, близко по своим свойствам к 
уравнению Шрёдингера для волновой функции [6] и описывает искаже-
ние как амплитудного, так и фазового профилей сигнала. 
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В многочисленных работах показано, что если произведение e 2 k 2 < 
<0 , то в среде распространяется светлый солитон: 

Л = е х р {Их} Л3 ch"1 (т/Та), (5) 

параметры которого связаны соотношением 

1 ke2AI 

2Т\ 4е0
 7 

В среде с &282>0 возможно образование темного солитона: 

А — ехр {гХ'х} А0 th (т/Г0), (7) 

где параметры Л0, Т0 и Г' удовлетворяют несколько другому соотноше-
нию, чем (6): 

1 кг«Ап 
Г2 2е0

 V ' о 

Заметим, что скорость солитонов огибающей (5), (7) не зависит от их 
амплитуды. Помимо простых солитонов (5), уравнение (4) имеет реше-
ние из N солитонов со специфической фазовой модуляцией, перемеща-
ющихся вследствие этого со скоростью, отличающейся от групповой ско-
рости и в линейной среде. 

Существуют некоторые модификации представленной теории соли-
тонов огибающей. Так, в волноводах из-за интерференции дисперсии 
мод и среды, заполняющей волновод, могут существовать частоты, на 
которых k 2=0. Тогда в (3) берут следующий член разложения: 
1 / d3k \ — (со—со0)3, и в уравнение (4) вместо второй производной 6 \ <3ю3 /со0 

входит третья [7]. Для коротких импульсов в (4) иногда вводят член, 
«а д(\А\*А) г я , 

описывающии дисперсию нелинеиности: ^ 1/2 ^ i°J-

С уменьшением длительности импульса его спектр уширяется, и 
необходимо брать все большее число членов в разложении (3), вслед-
ствие чего уравнение (4) будет содержать производные все более 
высокого порядка. Это сильно затрудняет нахождение решения. Здесь 
надо искать другие подходы. Об этом пойдеть речь в следую-
щем разделе. 

3. Распространение импульсов, содержащих малое число 
осцилляций поля 

/ . В о л н о в о е у р а в н е н и е и м а т е р и а л ь н о е у р а в н е н и е 
т и п а Д у ф ф и н г а . Картину распространения оптического импульса 
в нелинейной диспергирующей среде можно получить, решая совмест-
но волновое уравнение 

д2Е 1 д2Е _ 4я д2Р 
дх2 с2 dt2 ~ с2 dt* ' 

где Р — поляризация среды, и материальное уравнение, описывающее 
нелинейный отклик среды. Мы будем рассматривать кубично-нелиней-
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ную среду, отклик которой на электромагнитное поле будем описывать 
уравнением Дуффинга [9] 

д2Р 
dt2 

дР (10) 

где сог — резонансная частота среды, б характеризует затухание, а — 
нелинейность и у — связь между электрическим полем и поляризацией. 
Система уравнений (9), (10) с граничным условием, задающим фор-
му сигнала на входе в среду, решалась численно на ЭВМ. Это позво-
лило исследовать распространение импульсов произвольной длитель-
ности. 

В случае линейной среды ( а=0 ) , подставляя в (10) Р= 
=Р0 exp {i((dt—kx)}, Е=А exp {t(co/—kx)}, получим закон дисперсии 
(рис. 1) 

£=П2 

к{(й)=—УвЩ——( 1 + 
с с 1 

4Л7 
£бсо 

1 / 2 

Рис. 1. Зависимость диэлектрической прони-
цаемости от частоты. Область 1 соответству-
ет области применимости мКдФ, область 2 — 

области применимости НУШ 

Вдали от резонанса при выполнении условия 

|4Я7/(ю2-Ш>)|<1 (11) 

и при малом затухании закон дисперсии выглядит следующим образом: 

1 + 
2лу (12) 

В среде с кубичной нелинейностью диэлектрическая проницаемость 
зависит также от интенсивности волны (1). Полагая среду слабо нели-
нейной, можно оценить коэффициент нелинейности в (1): 

е2 = — 4лау3/(о)2—со2)4. (13) 

2. Р а с п р о с т р а н е н и е в о л н о в о г о п а к е т а с н е б о л ь -
ш и м ч и с л о м о с ц и л л я ц и й п о д о г и б а ю щ е й . Рассмотрим 
распространение волнового пакета с центральной частотой (о0, содержа-
щего пять-шесть периодов колебаний поля под огибающей, решая чис-
ленными методами исходную систему уравнений .(9) и (10). Поведе-
ние волнового пакета, согласно п. 2, зависит от знака произведения 
е2&2- Из (3) находим коэффициент дисперсии второго порядка k2. 
Учитывая (13), получаем 

е262 «/(0)2-0)2)?. (14) 

Из (14) следует, что, если а и <or
2—too2 имеют различные знаки, .проис-

ходит декомпрессия волнового пакета (он расплывается быстрее, чем 
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в линейной среде). Этот случай 'представлен, на рис. 2, а для 'пакета 
с амплитудой Е0 и начальной длительностью Т. 

При выполнении условия &2k2<0 импульс может испытывать ком-
прессию или сохранить амплитудный профиль. На рис. 2 , 6 представ-
лен последний случай, когда дисперсия почти полностью компенсиру-
ется нелинейностью и происходит солитонное распространение волно-
вого пакета с небольшим числом осцилляций. 

Рис. 2. Декомпрессия (а) и солитонное распространение (б) волнового пакета. 
Сплошной линией изображены огибающие пакета в нелинейной, пунктиром—в ли-
нейной диспергирующей среде на расстояниях х = 0 ( / ) ; LDj3 (2); 2LD/3 (3); 

Ld {4), где LD=T2/2k2] | е 2 £ 0
2 | =0 ,04 (а), 0,6 (б) 

Таким образом, из рис. 2 видно, что импульс, содержащий пять-
шесть периодов колебаний под огибающей, может испытывать ком-
прессию и декомпрессию, как и обычный волновой пакет. Следователь-
но, для такого импульса понятие волнового пакета еще применимо. 

3. Р а с п р о с т р а н е н и е с т а ц и о н а р н о г о и м п у л ь с а п р о -
и з в о л ь н о й д л и т е л ь н о с т и . Рассмотрим теперь распространение 
стационарного уединенного импульса. Будем искать решение исходной 
системы (9), (10) в виде Е=Е\%), Р = Р ( т ) , где т = t — x / v . 

Подставляя Е и Р в систему (9), (10), после преобразований по-
лучаем следующие уравнения: 

+ (15) дх2 Г с2 — у2 

Е = W Р. 

Решение уравнения (15) ищем в виде 

Р = Р 0 с Ь - 1 ( т / т 0 ) . (16) 



Подставляя (16) в, (15) и приравнивая коэффициенты при степе-
нях ch - 1 (т/то), находим соотношения между Р0, v и т0: 

(17) Pl%l=2/а, 

- i - + co2 = о 1 Г 
4nyv2 

Таким образом, система (9), (10) имеет решение (16) в виде со-
литона с амплитудой Р0, длительностью т0 и скоростью v (рис. 3): 

4л7 
со2+1/т2 

- 1 / 2 

(18) 

Из формулы (17) видно, 
что стационарное распростра-
нение импульса, который «а 
входе в среду имеет форму 
(16), возможно лишь при по-
ложительных значениях коэф-
фициента нелинейности а. 

v/c 
2 

1 
7 

0,5 г 1 , | 
Ч 1,0 1,5 2,0 

Ч*гто 

2 
-

-7 

Рис. 3. Зависимость скорости 
солитона исходной системы 
(1) и солитона мКдФ (2) от 

параметра соло 

-10 

-ю 

р/р0 

о 

20 30 t/T0 

10 
-1ft 17 2 П \ 3 

ч 11Г 
0,5 

1 N», 1 1 
10 20 30 Фо 

Рис. 4. Распространение солитона ис-
ходной системы (сплошная линия) и 
солитона мКдФ (пунктир): х}сТ=0 (1); 
30 (2), (3); ЮгТо=0,6 (а) и 0,45 (б) 

4. М о д и ф и ц и р о в а н н о е у р а в н е н и е К о р т е в е г а — д е 
Ф р и з а д л я э л е к т р о м а г н и т н ы х и м п у л ь с о в . Теперь мы 
будем рассматривать сигналы произвольной длительности при усло-
вии, что частоты, вносящие основной вклад в спектр сигнала, много 
меньше резонансной частоты среды, что соответствует области 1 на 
рис. 1. Разлагая &(со) в ряд по степеням со, находим 

^ J L / l + ^ I L U B L , » . . (19) 
С I ) «4 

Из (14) видно, что знак параметра &2k2 определяется в области 1 зна-
ком коэффициента нелинейности а, так как k 2 >0 . Если использовать 
аналогию с волновым пакетом, то в случае, когда а < 0 , должно про-
исходить более интенсивное расплывание импульса, чем в линейной 
среде. В противоположном случае, когда а > 0 , нелинейность должна 
оказывать стабилизирующее влияние на импульс. 
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Закон дисперсии (19) соответствует линеаризованному уравнению 
Кортевега—де Фриза (КдФ) [9]. Следовательно, систему (9), (10) 
можно свести к уравнению, аналогичному КдФ. 

Будем искать решение системы (9), (10) для напряженности 
электрического поля Е и поляризации Р, используя метод медленно 
меняющегося профиля, в виде [10] Е=Е(1, т]); Р = Р ( ^ ; г|) ; где г]= 
—t—х/с; ц — малый параметр. Подставляем Е и Р в уравнения 
(9) и (10) и учитываем члены нулевого и первого порядка по степеням 
[х. После некоторых преобразований получаем следующее уравнение: 

д*Р - , „ дР . 0 п2 дР , 2пу дР п /Г>Г1Ч г-со2 | -ЗаР2 J - = 0 . (20) 
дхдц2 г дх дх с дг\ 

Член с третьей производной в этом уравнении обусловливает наличие 
члена с о 3 в выражении для волнового числа (19). Если считать не-
линейность достаточно малой (аР2<Ссог2), то в первом приближении 
можно написать 

дх С(02 дц > 

Подставляя (21) в (20), получаем модифицированное уравнение Кор-
тевега—де Фриза (мКдФ) [11] для описания распространения электро-
магнитного импульса в нелинейной среде в области 1: 

лзр „ лр C&t яр а и ' ЗаР2 — — = 0 , (22) 

где 
дуъ ду 2лу дх 

2лу 
г/=-П гх-

где 

МКдФ имеет односолитонное решение вида [12] 

Р=Р0 ch"1 [(а/2)1/2 Р0 (t—x/v)], 

v=c(l-+ 2 ny/aZ— луаРМГ1. (23) 

Такое решение, как и решение (16), возможно только при а > 0 . Соли-
тон мКдФ имеет такую же форму, как и солитон исходной системы. 
Если сравнить формулы для скорости солитона, рассчитанной точно 
(18) и приближенно (23), то можно убедиться, что в области 1, где 
4№у/сог2<С1, о)г2т0

2>1, точная формула переходит в (23) (рис. 3). Это 
говорит о возможности применения мКдФ (22) для описания распро-
странения сигнала длительностью то^юг - 1 . На рис. А, а, б проведено 
сравнение результатов численного моделирования распространения со-
литонов на основе решения исходной системы (сплошная линия) и 
аналитического решения мКдФ (пунктир). Исследовались солитоны 
разной длительности: gvt0=0,6 (рис. 4, а) и <огт0=0,45 (рис. 4,6). Вид-
но, что чем меньше длительность солитона, тем хуже мКдФ (22) опи-
сывает реальную ситуацию. 

5. Б р и з е р ы . Рассмотрим еще одно решение мКдФ, которое 
называется бризерным и выражается следующей формулой [13]: 

Р(у, x)=Pb ( cosO-(l/co67V>sinOth8 \ ^ 0 
' 1 + (1/со&Гь)2 sin2 Ф th2 в ) v ' 
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где 

Ть 

Ф~(0 Ь 

2пу X 1 ч 
2т2 4-Ф. 

со,Т г1 b 

л 
2пу 

<&т1 

(25) 

(26) 

Параметры решения Рь, Ть и имеют смысл амплитуды сигнала, его 
длительности и центральной частоты; ср и ф — произвольные началь-
ные фазы, причем амплитуда и длительность подчиняются соотноше-
нию Рь2Ть2=8/а. Бризер имеет вид волнового пакета, у которого фазо-
вая скорость Vb больше скорости огибающей 

I>ь=с 

Щ--

1 + 

1 + 

2пу 

2пу 

2 т2 СOfт, 

1 

—1 

Зю£ 
„2Т2 

Таким образом, огибающая смещается назад по отношению к осцилля-
циям поля, определяемым величиной Ф. 

Бризерное решение хорошо описывает распространение сигнала в 
среде при выполнении условий (оь/ш/-<С1, характерных для об-
ласти 1 (рис. 1). 

р/рв о. 
10 Ь 1 J r J 

Is 

f—\ 

1 1 P^
 y 

1 
j 

1 II 15 ^ , I B 
V 

-0,5 V 
Рис. 5. Распространение бризера. Сплошной линией изображено численное решение 
исходной системы, пунктиром — аналитическое бризерное решение: (Оь7г>=1,25; 

х/сТь=0 ( / ) ; 10 (2), (3); 1/а>,7»=0,46 (а); 0,65 (б); m/a>r=0,58 (а); 0,81 (б) 

На рис. 5 представлено распространение импульса, который на 
входе в среду имеет вид бризера. Параметр юьТь равен 1,25, т. е. под 
огибающей умещается практически только один период колебаний. Зна-
чения параметров 1/®гТь и озь/(ог равны соответственно 0,46 и 0,58 
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(рис. 5 , а ) ; 0,65 и 0,81 (рис. 5 ,6) . В последнем случае видно значитель-
ное расхождение между численным решением исходной системы и ана-
литическим бризерным решением. 

6. П е р е х о д о т б р и з е р а к в о л н о в о м у п а к е т у . Рас-
смотрим случай, когда параметр соьТъ достаточно велик, чтобы можно 
было считать амплитуду сигнала медленно меняющейся на протяжении 
периода колебаний. Подставляя в уравнение (22) Р в виде 

Р = ( 1 / 2 ) Р 0 е х р tco00 + к. с. (27) 

и считая, что в первом приближении зависимость волнового числа от 
частоты имеет вид (19), для Р0 можно получить следующее уравнение: 

дРо <Э2Р0 

где 

дх 

2яу 

6 i a 
яуш0 \Р0\2Ро 

Ы У 

(28) 

Это нелинейное уравнение Шрёдингера, стационарное решение ко-
торого выглядит следующим образом: 

Л ) = е х Р Г*} Ps ch~1 (VTS), 
где для Г, Ps и Ts выполняются соотношения 

6яусо0 __ бяуасорPs . p2j,2__g^a 

btcTi 8со;с 

(29) 

Подставляя (29) в (27) , получаем 

-Р$ch - 1 6'cos Ф', 

где 

т в 

Ф'=С0П 

2пу 

ао г 

2пу 

X 1 + 

х[ \ — 

н 

о-?ГТ\ 
+ 

(30) 

( 3 1 ) 

(32) 

Сравним формулы (30) — (32) и (24)—(26). Можно показать, что 
при соьГь>>1 бризерное решение переходит в солитон огибающей, ко-
торый удовлетворяет нелинейному уравнению Шрёдингера (28). Это 
подтверждается прямым сравнением профилей бризерного решения 
(24) ,(рис. 6) и волнового пакета (30) по мере их распространения. 

Следует отметить, что НУШ (28), полученное из мКдФ (22), дей-
ствительно только в области, где центральная частота <о0 меньше ре-
зонансной частоты ©г. Однако из полных уравнений (9), (10) можно 
вывести НУШ, которое применимо как при о)о<!озг, так и при (йо<Юг 
(область 2 на рис. 1) : 

дР0 _ . 2Я?(00 (За)2 + (0%) д2ро 

C(fi>2 —<D§)3 дх 
— I Ыа яусо0 

1 р г о 

С (4 Ч ) 2 
(33) 
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где 

x—t 2пу +Q>q) X. 
с СЮ* ((О* — Wq) ,2 

Если положить coo-Ccor, то (33) переходит в (28). 

4. Медленные и ^распространяющиеся солитоны 

Теоретически существование локализованных возмущений солитон-
ного типа, скорость распространения которых равна или близка к ну-
лю, было показано в случае распространения электромагнитной вол-
ны вдоль нелинейного диэлектрика с периодически промодулированной 
диэлектрической проницаемостью [14, 15] и при волноводном возбуж-
дении волн на поверхности жидкости [16]. Подобный эффект наблю-
дался также экспериментально при параметрическом возбуждении 
поверхностных волн гравитационного диапазона в узком канале [17, 18]. 

Очевидно, что любая кубично-нелинейная среда, дисперсионная 
характеристика которой имеет критические точки, отделяющие час-
тотные полосы прозрачности от полос непрозрачности (например, ис-
кусственная среда с периодически меняющимися свойствами), может 
служить физической моделью для изучения медленных солитонов. Это 
может быть многослойная диэлектрическая структура, состоящая из 
чередующихся линейных и нелинейных слоев различной толщины 
[19], молекулярные цепочки [20], цепочки типа цепочки Тоды [2] и т. п. 

/Далее остановимся подробнее на двух моделях — волноводе, запол-

- 7 -

Рис. 6. Распространение бризера с 
большим числом осцилляций под 
огибающей: х/сТ=0 (1); 10 (2) при 

(0ьГь=8; 1/сОгП=0,2; юь/©г=0,5 

Рис. 7. Зависимость волнового 
числа (а) и групповой скоро-
сти (б) от частоты для волно-
вода, заполненного линейной 
(сплошные кривые) и нелиней-
ной (пунктирные кривые) сре-

дой 
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ненном нелинейной средой, и цепочке связанных нелинейных резона-
торов. 

1. Н е л и н е й н ы е в о л н о в о д ы . Рассмотрим особенности фор-
мирования солитонов вблизи критической частоты нелинейного волно-
вода. В линейном приближении дисперсия волнового числа k в вол-
новоде (без учета дисперсии среды) описывается известным выраже-
нием (рис. 7, а) 

&2с2=(со2—со2
г) е0, (34) 

а фазовая и групповая скорости соответственно равны |(рис. 7, б) 

v=ceol/2{\-<4r/fi>2Г1/2; «=С8Г 1 / 2 (1 - о 4 а о 2 ) 1 / 2 . (35) 
При приближении к критической частоте оо^косг фазовая скорость 
устремляется к бесконечности, а волновое число и групповая ско-
рость — к нулю. Таким образом, вблизи (оСг длина волны в волноводе 
неограниченно возрастает (Я-мзо) и сигнал нельзя представить в виде 
пространственного пакета. Если же частотный спектр достаточно узок 
(Асо<С<»о), то можно сохранить описание сигнала в виде временного 
пакета: 

£ = ( 1 / 2 ) А ((, х) exp {toy} + к. с. (36) 

По сравнению с (2) в (36) отсутствует член exp {—ikx}, так как k=0. 
Учитывая нелинейность в волновом уравнении, легко получить па-

раболическое уравнение для амплитуды сигнала (36), распространяю-
щегося в волноводе: 

2 
2тйг0 дА__д*А , ®о_ ^ ( А |2 А + 'м А ( 3 7 ) 

dt дх2 

Это уравнение также имеет вид НУШ, однако теперь в него входит 
вторая производная по координате х (обычно в НУШ входит лишь 
первая производная по х >(4)), т. е. оно описывает одновременное рас-
пространение сигнала как вдоль оси X, так и в противоположном на-
правлении. Уравнение (37) дает дисперсионное соотношение 

СО,2 

с°Г (co-C00) = fe2~-f 8, J^oi2 (38) 

Из (38) видно, что благодаря нелинейности дисперсия волновода ме-
няется и, что самое важное, меняется критическая частота, при кото-
рой k=0 : 

сосг=сосг(1 + 82£о/е0)~\. (39) 

При 8 2 > 0 дисперсионная кривая смещается влево и критическая часто-
та понижается, а при ег<0 — вправо с повышением критической час-
тоты (рис. 7, а, б). Уравнение (37) имеет стационарное решение в виде 
солитона: 

As=£0 ch~ l {(x—ust)/ls) exp {~iksx}, (40) 

параметры которого связаны следующими соотношениями: 

(2я2еа£о); ks=e0(o0us/c2; 

± С8^1/2 [(е2£о/2е0) + (со2
0-(о2

г)/^]1/2. (41) 

14 



Из (41) следует, что солитон (40) может быть возбужден в среде с по-
ложительным коэффициентом нелинейности Е2>0. 

На частоте o)0 = (o£j групповая скорость и волновое число соли-
тона обращаются в нуль — это соответствует возбуждению нераспро-
страняющегося солитона. Генерация такого солитона изучалась экс-
периментально на поверхности жидкости в узком канале при его воз-
буждении акустическими колебаниями с частотой около 10 Гц [17]. 

Пояснить процесс формирования нераспространяющихся солитонов 
можно следующим образом. Зададим однородную в поперечном на-
правлении внешнюю силу F(x) ==JP0 ch_1 (x/ls). В этом случае амплиту-
да стоячего солитона определяется из кубического уравнения 

Е080 («2—со2г)/со2—е3ЯЗ/2=(сАйо)2 fo. (42) 

В отсутствие внешней силы (F<г=0) существует два стационарных 
значения амплитуды Е0:Е01=0 (состояние покоя) и 

£ 0 2 = ± [2e0((o2
r-^)/(e0co2

0)]1/2. 
Чтобы достичь состояния Е02, необходимо под действием F0 перейти на 
однозначную ветвь (42), т. е. возбудить стоячий солитон с амплиту-
дой, превышающей критическую: 

Е1Т=Е02/Уз. (43) 

Затем в случае прекращения действия внешней силы, F о =0, можно 
ожидать, что солитон с амплитудой, меньшей Е0

СТ, расплывается, а с 
большей — сохраняется. Эффект жесткого возбуждения нераспростра-
няющегося солитона зарегистрирован нами в нелинейном фильтре. 

На критической частоте чл>о==ооСг групповая скорость медленного 
•солитона определяется только его амплитудой (см. (41)): 

Us=C(E2EI/2S%)1/2. 

Таким образом, если показатель преломления меняется на величину 
£2-Ео2=:10~4, то скорость медленного солитона на два порядка меньше 
скорости света в свободном пространстве: « s=10~2 с, а его пространст-
венный масштаб / s = 100 Яо-

При заполнении волновода средой с коэффициентом нелинейности 
е 2 < 0 возможно формирование темного солитона, имеющего вид 

AS=E0 th {(x—ust)/ls) exp {— iksx}, (44) 

параметры которого E0, us, ls, ks связаны соотношением типа (41). 
2. Ц е п о ч к а с л а б о с в я з а н н ы х н е л и н е й н ы х р е з о н а -

т о р о в . Рассмотрим систему из слабо связанных резонансных эле-
ментов с реактивно-нелинейными свойствами — цепочку одинаковых 
индуктивно связанных резонансных контуров без потерь с нелинейной 
зависимостью напряжения V на конденсаторе С от его заряда q\ V= 
=q(\+yq2)/C. Связь между соседними контурами характеризуется ко-
эффициентом связи k=M/L (L — индуктивность контура, М — взаимо-
индукция). Будем полагать связь малой: и<С1. Дисперсионное уравне-
ние дискретной системы (рис. 8) 

cos (5=(со2—со2)/2хоз2, 

где § — набег фазы на ячейку, а>г — резонансная частота контура, 
имеет вид характеристики полосового фильтра, верхняя и нижняя гра-
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ничные частоты которого соответственно равны о)/=сог (1—2х)_ 1 / 2 и о>&= 
=сог (1—2%)_1/2. Рассмотрим подробнее возбуждение системы вблизи 
низкочастотной границы <в=<о&. Для огибающей An(t) гармонической 
волны qn=(42)An(t)exp{i(<<i>t—(Зп)} + к. с. с учетом ее медленного измене-
ния во времени можно составить баланс напряжений в п-и контуре: 

м 

Чн 

м 
raw 

H I — 

м 
1 Ш Г 

чн 
ах) 

v ю2 — ю2 

fine + 4 - 7 | A J M = 0 , (45) 

где 0=cof. 
Поскольку со^соб и р^О, в урав-

нении (45) перейдем к континуально-
му пределу, воспользовавшись извест-

ил 
ным разложением An±i = А п ± - " ' 

-05 

Рис. 8. Дисперсионная кривая цепоч-
ки нелинейных резонаторов (вверху). 

Коэффициент связи к = 0 , 1 

дп 
1 д2А а—j- . . . , ,и, ограничиваясь 
2 дп2 

членами второго порядка по п (8п= 
= 1 получаем НУШ в форме (37) 
или (4): 

дА 1 а м 
ае 2 

AbA + Xb \А\2А=0, 

(46) 

где A n ( f ) - + A & т), £ = [ ( 1 + 2 х ) / х ] 1 / 2 « , Д6 = (о)?-б)2)/(2<о2), X, YС02/й)2. 

Из двухпараметрического семейства решений уравнения (46) в 
виде волн стационарного профиля (см., напр., [21]) 

А=а (l-us6) exp {t (06 —(g—и.6))}, (47) 

где Us — малая групповая скорость, включающего в себя как непо-
движные, так и распространяющиеся солитоны, мы выберем те, час-
тота которых равна частоте начального возбуждения, т. е. их пара-
метры удовлетворяют характеристическому уравнению 

Q = A 6 + X6a2 + «2/2 = 0, (48) 

что соответствует минимуму интеграла движения (h—10) уравнения 
(46) [22]; физический смысл параметра а0 будет пояснен ниже. 

Для случая %ь<0 таким свойством обладают решения в виде мед-
ленно перемещающегося солитона (ср. с (40)): 

Ml, е) = У2 a, ch 1 {(Ab + uh2)x/2 (£-as6)} exp {ik&}, ks=us, (49) 

или неподвижного солитона (Аъ + %ьа2=0): 

А» ( 1 ) = a 0 ch_ I {(2Л6)1/2'(|—10)}. (50) 
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При %ъ>0 существует стационарное решение НУШ (46) из семей-
ства (47) — темный медленный солитон, также удовлетворяющий ус-
л о в и ю / 3 = 0 [22] (Дй + Х ь а 0

2 =0) : 

42 & e) = 4 - ( a g - f l 4 , n ) c h ~ 2 { Д & / 2 ( | - и в е ) } , (51) 

"S = * Л п , ф=2arctg{{al—a2
m in)/a2

m i n} i / 2 

(ф — сдвиг фазы между «хвостами» импульса). При a m in=0 медлен-
ный «серый» солитон (51) становится неподвижным «черным» соли-
то ном: 

A , ® = f l 0 t h { A £ / 2 ( S - i o ) } . "« = 0, Ф = 0 . (52) 

Параметр а0> очевидно, имеет смысл амплитуды светлого солитона 
(с точностью до ]/2) или амплитуды синфазных колебаний всей систе-
мы для темного солитона. 

С физической точки зрения медленные солитоны (49) — (52) яв-
ляются результатом взаимодействия прямой и обратной волн, возбуж-
даемых в нелинейной среде (см. п. 1). Действительно, любое решение 
линейного волнового уравнения — волна стационарного профиля, ско-
рость которой v совпадает со значением фазовой скорости, допусти-
мым для фундаментальных решений. При неоднозначной зависимости 
k=k{(a) стационарное возмущение можно рассматривать как суперпо-
зицию фундаментальных решений с одинаковым v, но разными k и 
со. Сказанное относится и к линейному уравнению Шрёдингера (см. 
(46) с %6=0), которое, в отличие от общего волнового уравнения, опи-
сывает движение амплитуды волны. Дисперсионное соотношение для 
вариаций волнового числа k и частоты со имеет вид 

Q=k2/2 + Ab. 

В этом случае вариация фазовой скорости равна v=k/2+Ab/k и, 
следовательно, одному и тому же значению v соответствуют два раз-
ных к: 

kli2=v±bk, Ak=V v2—vl, \v\ ~ Kl, 

где v0 — минимальное значение фазовой скорости. Таким образом, оги-
бающая стационарной волны содержит два слагаемых: 

Л = е х р {iv (1—У0)} [ Л exp {iAk (g—уб)} + Вг ехр {—iAk (g—1>6)}]. 

При граничных условиях ^ = 0 или 5 i = 0 получаем бегущую гар-
моническую волну постоянной амплитуды: 

Л=Л 1 ехрР 1 ( |—1»6)} , 

а при Aj = В i решение имеет вид волны, у которой изменяются как ам-
плитуда, так и фаза: 

А—2А1 cos [Ak Ц—Щ exp {iv (g—об)}. (53) 

Общность структуры (47) и (53) очевидна. Отличие заключается 
в том, что для существенно нелинейной задачи при ненулевых усло-
виях на бесконечности косинус в (53) переходит в эллиптическую 
функцию, а при нулевых — в гиперболический секанс, т. е. форма им-
пульса становится солитонной. 
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Таким образом, условия возбуждения медленных солитонов в не-
линейной среде должны соответствовать условиям возбуждения пря-
мой и обратной волн. Для периодической структуры такой режим реа-
лизуется вблизи частоты брэгговского отражения [14], а для волновода, 
заполненного нелинейной средой, — вблизи его критической частоты. 
В последнем случае обычно используется синфазное параметрическое 
возбуждение системы на удвоенной частоте [17]. 

Несмотря на существование точных аналитических решений НУШ 
(46), реальную динамику формирования солитонных и солитоноподоб-
ных возмущений можно получить на основе решения полной системы 
дискретных нелинейных уравнений Шрёдингера вида (45). 

3. Ч и с л е н н о е м о д е л и р о в а н и е м е д л е н н ы х с о л и т о -
н о в . Исследование процессов возбуждения и распространения медлен-
ных солитонов проводилось в системе, содержащей 200 одинаковых не-
линейных элементов без потерь и замкнутой в кольцо (Ап=Ап+2т) • 
Рассматривалась эволюция начального (0=0) возмущения с простран-
ственным распределением А Д определяемая системой уравнений 
(45), для которой была составлена консервативная симметричная раз-
ностная схема в равномерной сетке по 0 в сочетании с циклической 
прогонкой по п, что позволило получить относительную точность сче-
та порядка 10~3 (по сохранению интегралов движения 1\ и /3 [22]). 

При задании начального возмущения близким по форме к стоя-
чему солитону (50) с параметрами, удовлетворяющими условию 

—1зсь1ао2=0 (или (49) при Аь—|х,& |«о2 + u s
2 /2=0) , формировался со-

литон, форма которого сохранялась неизменной вплоть до 0=^2000 
(рис. 9). Начальное возмущение вида (50) с параметрами 

AjA0 

Ап/Ао 
7 2 Г 3 -

1 , 0 ' • А 

°>8
 - / \ 2 " 

ОБ -

0,4 -

0,2 -

п 
Рис. 9. Устойчивый светлый нерас-
пространяющийся солитон (50), па-
раметры которого удовлетворяют ус-

ловию Аб—|%ь|ао2=0 

I 1 

Рис. 10. Распад начального возмущения 
(штриховая линия) — неподвижного 
солитона (50) с Аъ—|%г>12ао<0 на не-
подвижный стационарный импульс и 
два медленно перемещающихся сател-

лита (49) с Д&— \%ъ | fli2+Ms2/2=0 

Ль—l/C&lao2>0 расплывается, и при 0=^200-^300 движение становится 
стохастическим. Хотя система является консервативной, явления возвра-
та (т. е. восстановления первоначальной формы возбуждения) до т ^ 
^3000 обнаружено не было. В случае 6=Ль—|%&|«o2<0 в ходе эво-
люции начального возмущения наряду с центральным неподвижным 
импульсом возникают два медленно перемещающихся сателлита, па-
раметры которых удовлетворяют соотношению Аь—\%b\ai2+us

2/2=0, а 
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пространственное распределение близко к аналитическому решению 
(49) (рис. 10). Амплитуда сателлитов ах определяется по сохранению 
интеграла Д для совокупности импульсов и пропорциональна б, а их 
скорость Ms^0,05<Umax==2jtx, где Итах — групповая скорость в центре 
полосы пропускания системы. 

Рис. 11. Переход системы в стохастический режим (сплошная линия) в 
случае задания при 6 = 0 возмущения в виде темного солитона (52) 

(штриховая линия) 

Принципиально неустойчивым оказывается темный солитон. За-
данное в начальный момент пространственное распределение вида 
(52) (рис. 11, штриховая линия) при 9 ^ 2 0 сильно деформируется, а 
при 0 ^ 5 0 движение становится стохастическим (рис. 11, сплошная ли-
ния); это связано с ухудшением энергообмена между прямой и обрат-
ной волнами при образовании темного солитона (см. п. 2). 

Формирование медленных стационарных импульсов, имеющих со-
литонную форму и характерные свойства, обусловлено эффектом свое-
образного нелинейного туннелирования вблизи критических точек дис-
персионной кривой нелинейной периодической структуры. Возмож-
ность применения подобных структур с активной нелинейностью для 
формирования стационарных автосолитонов обсуждалась в работе [23]л 
Скорость распространения автосолитонов определяется характерным 
временем энергообмена со средой, однако близость частоты возмуще-
ния к критической частоте системы, возможно, позволит существенно 
увеличить это время. 
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УДК 621.372.8 

ТРЕХМЕРНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ВОЛНОВЫХ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ 

А. Д. Григорьев, С. А. Силаев *> 

Описываются математические модели волновых электромагнитных полей в трех-
мерной постановке. Рассматриваются особенности решения трехмерных задач, вклю-
чая проблемы повышения точности и исключения ложных решений. Приводятся све-
дения о зарубежных программах для трехмерных спектральных задач, даются их 
сравнительные характеристики. Описываются алгоритмы и результаты численного мо-
делирования для отечественной програмы ISFEL3D. 

Введение 

Переменные во времени электромагнитные поля широко применя-
ются в современной науке и технике. Математический аппарат, исполь-
зуемый для анализа этих полей (предполагается использование аппа-
рата классической электродинамики), существенно зависит от харак-
терного времени изменения поля tCh и максимального размера рассмат-
риваемой области пространства L. 

В радиодиапазоне (ctCh^'L, где с — скорость света в вакууме) 
для анализа электромагнитных явлений используется теория цепей с 
сосредоточенными параметрами. В оптическом диапазоне (c^Ch<€X) 
электромагнитные процессы адекватно описываются методами физи-
ческой или геометрической оптики. Однако в микроволновом диапазо-
не, где, как правило, c t ^ i ^ L и необходимо учитывать волновые эф-
фекты, указанные выше приближенные методы неприменимы. Для опи-
сания таких полей, которые далее будем называть волновыми, необ-
ходимо использовать полную систему уравнений электродинамики, что 
существенно усложняет анализ. Так как в этом диапазоне эксперимен-
тальное исследование электромагнитных полей сопряжено со значи-
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