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ТРЕХМЕРНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ВОЛНОВЫХ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ 

А. Д. Григорьев, С. А. Силаев *> 

Описываются математические модели волновых электромагнитных полей в трех-
мерной постановке. Рассматриваются особенности решения трехмерных задач, вклю-
чая проблемы повышения точности и исключения ложных решений. Приводятся све-
дения о зарубежных программах для трехмерных спектральных задач, даются их 
сравнительные характеристики. Описываются алгоритмы и результаты численного мо-
делирования для отечественной програмы ISFEL3D. 

Введение 

Переменные во времени электромагнитные поля широко применя-
ются в современной науке и технике. Математический аппарат, исполь-
зуемый для анализа этих полей (предполагается использование аппа-
рата классической электродинамики), существенно зависит от харак-
терного времени изменения поля tCh и максимального размера рассмат-
риваемой области пространства L. 

В радиодиапазоне (ctCh^'L, где с — скорость света в вакууме) 
для анализа электромагнитных явлений используется теория цепей с 
сосредоточенными параметрами. В оптическом диапазоне (c^Ch<€X) 
электромагнитные процессы адекватно описываются методами физи-
ческой или геометрической оптики. Однако в микроволновом диапазо-
не, где, как правило, c t ^ i ^ L и необходимо учитывать волновые эф-
фекты, указанные выше приближенные методы неприменимы. Для опи-
сания таких полей, которые далее будем называть волновыми, необ-
ходимо использовать полную систему уравнений электродинамики, что 
существенно усложняет анализ. Так как в этом диапазоне эксперимен-
тальное исследование электромагнитных полей сопряжено со значи-

*> Ленинградский электротехнический институт им. В. И. Ульянова (Ленина). 
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-тельными трудностями, роль математического моделирования волно-
вых электромагнитных полей существенно возрастает. 

В настоящее время у нас в стране и за рубежом разработаны 
математические модели волновых электромагнитных полей различного 
уровня, отличающиеся степенью универсальности, точностью, объемом 
вычислений и другими параметрами. При этом наибольшую адекват-
ность обеспечивают модели, использующие непосредственное решение 
уравнений электродинамики (полевые модели), развитие которых нача-
лось в середине 60-х годов, когда появились достаточно мощные ЭВМ. 

1. Типы краевых задач электродинамики 

В классическом приближении математическое моделирование вол-
новых электромагнитных полей основано на решении краевой задачи 
.электродинамики, т. е. решении уравнений Максвелла 

:в некоторой области V, ограниченной поверхностью S, на которой за-
даны определенные граничные условия. Если область V не ограничена, 
.задачу называют внешней, в противном случае говорят о внутренней 
.задаче. Так как многие внешние задачи моделирования микроволновых 
полей (например, задачу расчета поля в регулярных линиях передачи) 
можно свести к внутренним, в дальнейшем рассматриваются в основ-
ном внутренние краевые задачи. 

Краевые задачи электродинамики имеют различные формулировки, 
вид которых зависит от особенностей рассматриваемых электромагнит-
ных процессов. Так, моделирование переходных процессов, а также яв-
лений в нелинейных средах требует решения уравнений Максвелла 
(1) — (4), содержащих время в качестве независимой переменной. 

Анализ стационарных процессов в линейных средах обычно удоб-
нее проводить на заданной частоте, используя уравнения Максвелла 
д л я комплексных амплитуд, так как при этом сокращается число неза-
висимых переменных. Эти задачи, в свою очередь, можно разделить на 
спектральные (задачи на собственные значения), если в области V и 
на ее границе отсутствуют источники поля, задачи возбуждения, если 
необходимо найти поле заданных в области V источников, и задачи 
рассеяния, возникающие в том случае, когда необходимо рассчитать 
поле, возникающее в области V при возбуждении его волной, проходя-
щей через участок границы. 

При решении внутренних краевых задач в частотной области функ-
ции, описывающие электромагнитное поле, должны быть комплексны-
ми (комплексные задачи). Однако, если заполняющая область V 
среда недиссипативна, при решении спектральных и некоторых задач 
рассеяния можно использовать действительные функции поля, что поз-
воляет вдвое уменьшить число неизвестных задачи. 

Сложность решения системы уравнений электродинамики, обра-
з у ю щ е й ту или иную краевую задачу, существенно зависит от числа 
неизвестных функций и их размерности. Эти факторы определяются в 
свою очередь свойствами симметрии области V и характеристиками за-

rot Н = d D / d t -f стЕ -f - J, 

r o t E = —dB/dt , 

d i v D = p , 

d i v E = 0 

st' (1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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полняющей ее среды. С этой точки зрения задачи электродинамики д е -
лят на классы. Если область обладает элементами симметрии, позво-
ляющими разделить переменные в уравнениях Максвелла или эквива-
лентных им, задача сводится к двумерной скалярной |(одна неизвест-
ная функция) или векторной (две или три неизвестных функции). Мо-
делирование поля в произвольной области требует решения трехмер-
ной векторной задачи. 

Т а б л и ц а 1 

Размерность 
задачи Тип функций Уравнение 

поверхности 
Свойства 

поля Свойства среды 

2 

Скалярные 
F (хъ Х2) = 0 

F(хъ z) = 0 

djdz = \kz 

д/дх2 = 0 

Однородная, 
изотропная 
Однородная, 
изотропная 

Векторные 

F (хи х2) — 0 

F(xu z) = 0 

F (хъ z) = 0 

d/dz — ikz 

d / 3 x 2 = 0 

d/dx 2 — im 

Неоднородная, 
анизотропная 
Неоднородная, 
анизотропная 
Однородная, 
изотропная 

3 Векторные F (* ! , JC2, 2) = 0 — Произвольные 

Классы спектральных задач для различных микроволновых уст-
ройств приведены в табл. 1. Отметим, что алгоритмы решения вектор-
ных и комплексных задач значительно сложнее, чем алгоритмы ска-
лярных задач той же размерности. 

Как отмечено выше, интенсивная разработка алгоритмов и про-
грамм численного решения внутренних краевых задач электродинами-
ки началась в 60-х гг. При этом основное внимание уделялось спект-
ральным задачам. К концу 70-х — началу 80-х гг. были разработаны 
эффективные универсальные программы решения двумерных скаляр-
ных, а затем и векторных действительных задач (SUPERFISH [1JV 
MULTIMODE [2], AZIMUTH [3] и др.). И хотя еще существуют пробле-
мы в области разработки двумерных алгоритмов, с начала 80-х гг. 
основные усилия разработчиков сосредоточились на решении трехмер-
ных задач электродинамики. 

2. Особенности решения трехмерных задач 

Рассмотрим, для определенности, внутреннюю краевую задачу 
электродинамики, сформулированную в частотной области. В этом слу-
чае используются уравнения Максвелла относительно комплексных ам-
плитуд: 

rot Н— гсй80елЁ=Jst, (5> 

rot Ё + icofXo^ Н = 0 , (6) 

d i v e , E = P s t > ( 7> 

d i v ^ H = 0 , ( 8 ) 
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хде со — круговая частота, е0 и jlxo — электрическая и магнитная по-
стоянные, ег и (Дг — относительные диэлектрическая и магнитная про-
ницаемости среды. 

Эти уравнения можно решать непосредственно, но можно с целью 
уменьшения числа неизвестных функций перейти к уравнениям второго 
порядка: 

r o t e r ' r o t H — ^ X H = r o t ( e r 1 Js t), (9) 

r o t ^ r o t E — & 2 e r H = — i<o[x0Jst, (10) 

жоторым соответствуют функционалы 

F ^ ^ e r 1 |rot H|3—йаН*[лгН—H*rot(er1Js t)]<^, (11) 
v 

F2 = { [цГ1 I rot E|2—&2Ё*егЁ + ico}x0E*jst] dV, (12) 
v 

стационарные при использовании решения уравнений (9) и (10), при-
чем функционал (11) имеет естественные граничные условия типа 
электрической стенки (на идеальном проводнике): 

n х Ё = п • Н = 0 , (13) 

а функционал (12) — типа магнитной стенки (на идеальном магнети-
же): 

п х Н—п • Е = 0, (14) 

:где п — орт нормали к поверхности S. На границе раздела сред каса-
тельные составляющие векторов поля должны быть непрерывны: 

п х (Ei— Ё2) = 0, (15) 

п х ( Н 1 - Н 2 ) = 0. (16) 

Использование условия (13) и функционала (11) предпочтительнее 
:в тех случаях, когда большую часть поверхности 5 можно считать иде-
ально проводящей. В выражениях (9) —(12) &=со/с — волновое число. 

Важнейшим этапом численного решения уравнений электродина-
мики является их дискретизация, т. е. переход от функциональных 
уравнений к алгебраическим и от непрерывных функций к дискрет-
ным, приближенно описывающим поле в исследуемой области. Хотя 
существует много различных способов дискретизации [4], до настояще-
го времени для решения трехмерных задач используются только три из 
них — это методы конечных разностей (МКР), конечного интегриро-
вания (МКИ) и конечных элементов (МКЭ). Не останавливаясь на по-
дробном описании этих методов, отметим, что дискретизации с помо-
щью МКР и МКЭ подвергают обычно уравнения второго порядка, тог-
да как МКИ применяется непосредственно к уравнениям (5) — (8). 

В результате дискретизации получается матричное уравнение 

(А—AB) X —F, (17) 

где X — вектор-столбец, элементами которого являются значения со-
ставляющих электромагнитного .поля в выбранных N точках (узлах) об-
ласти У, А и В — квадратные матрицы порядка 3N для действитель-
ной или ,6iV для комплексной задачи, F — вектор-столбец заданных 
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токов и полей, A=k2 — заданное число при решении задач возбужден 
ния и рассеяния или искомое собственное число для спектральных з а -
дач ( F = 0 ) . Как правило, решается частичная проблема собственных 
значений, т. е. требуется найти несколько собственных чисел, принад-
лежащих заданному интервалу. 

Из уравнений (5) — (8) следует, что спектральная задача имеет две 
группы решений: при со ф О получаем вихревые решения (div jx2H=div erE — О,, 
rot Н ф 0, rot Ё Ф 0), а при со = 0—потенциальные (div &ГЁ Ф 0, div цг Н ф 0, 
rot E = r o t Н = 0 ) . Собственное значение соо=0 имеет, таким образом, бес-
конечно большую кратность вырождения. 

За счет погрешностей, вносимых при дискретизации и последую-
щем решении системы алгебраических уравнений, вырождение сни-
мается и появляются ненулевые собственные значения, соответствую-
щие потенциальным решениям, не имеющим физического смысла (лож-
ные решения). Так как эти собственные значения могут располагаться 
внутри интервала поиска, возникает задача их идентификации и исклю-
чения. Эта проблема не возникает при решении двумерных задач, так 
как в качестве искомых функций в них обычно используются векторные* 
потенциалы или векторы Герца, и описываемые ими поля автоматиче-
ски оказываются вихревыми. 

Для идентификации вихревых решений используется неравенство' 
^ | rot H\2dV > ^ J div Н | 2 dl/ (или аналогичное для вектора Ё). Та-
V V 
кая проверка требует больших вычислительных затрат, так как в про-
цессе решения вычисляются электромагнитные поля всех видов коле-
баний и необходимо проверять каждое из них. Более эффективны ал-
горитмы, позволяющие вывести спектр ложных собственных значений 
за пределы интервала поиска. Один из таких алгоритмов состоит в пе-
реходе от уравнения (11) к уравнению 

rot rot H + p g r a d d i v ^ H — k 2 \ i r H = 0 . (18) 

Для вихревых решений k2 не зависит от параметра р, так как 
div jx rH=0, в то время как для ложных решений такая зависимость, 
имеется. Выбрав подходящее значение «штрафного» параметра р, мож-
но сдвинуть спектр ложных собственных значений так, чтобы он не на -
кладывался на интервал поиска. Заранее, однако, определить требуе-
мое значение р для данной задачи затруднительно. 

При решении задач возбуждения и рассеяния проблема исключе-
ния ложных решений не возникает, однако искомые функции становят-
ся комплексными, что, при прочих равных условиях, в два раза увели-
чивает размерность векторов и матриц. Существуют приемы, позволя-
ющие в ряде случаев исключить необходимость работы с комплексны-
ми числами за счет многократного решения действительной задачи с 
различными граничными условиями. Один из таких приемов рассмат-
ривается ниже. 

Важное значение при решении трехмерных задач приобретает опи-
сание формы анализируемого объекта и наглядное представление ре-
зультатов расчета. Требования удобства пользования моделью обуслов-
ливают широкое использование в этих целях графических средств. 

В настоящее время за рубежом используется несколько программ 
решения трехмерных внутренних краевых задач электродинамики, раз-
работанных в 1982—1985 гг. Краткие характеристики некоторых из них 
по данным работ [5—7] приведены в табл. 2. 
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Т а б л и ц а 2 

Программа Год 
публикации Разработчик Мето д 

дискретизации Тип ЭВМ 

CAV3D 1982 ФРГ МКР CYBER 
ARGUS 1983 SAIC (США) МКР CRAY, VAX 
MAFIA 1985 DESY (ФРГ) м к и IBM, VAX 

Результаты тестирования программ CAV3D и MAFIA на резона-
торах простой формы приведены в табл. 3, 4. Расчетные собственные 
частоты цилиндрического резонатора сравниваются с аналитическими 
значениями, а тороидального (рис. 1) — с результатами вычисления 

Т а б л и ц а 3 

f, МГц 
Вид 

колебаний Аналитический 
метод 

MAFIA 
= 7136 

ISFEL3D 
N 3 = 175 

£ o i o 
^011 

#112 
•^lio 
^111 
# 2 1 1 

1 1 4 7 . 4 
1 3 7 0 . 5 
1 1 5 4 , 7 
1 7 3 7 , 4 
1 8 2 8 , 2 
1 9 7 6 , 0 
1 6 3 8 . 6 

1 1 5 2 . 6 
1 3 7 4 . 7 
1 1 5 3 , 3 
1 7 3 4 , 2 
1 8 3 4 . 1 
1 9 8 1 . 2 
1 6 2 9 . 3 

1 1 4 7 , 6 
1 3 7 1 . 0 
1 1 5 5 . 2 
1 7 4 8 . 1 
1 8 2 9 , 5 
1 9 7 7 , 5 
1 6 3 9 . 3 

Примечание. Время счета по программе MAFIA на ЭВМ 
VAX-11/750 составляет 90 мин на каждые 5 видов колебаний. 

310 двумерной программе SUPERFISH, обладающей высокой точно-
стью. Как видно, погрешность расчета цилиндрического резонатора по 
трехмерным программам не превышает 0,5%. Эта погрешность обус-
ловлена в основном сравнительно грубой аппроксимацией формы рас-

Т а б л и ц а 4 

f , МГц 

W, MM SUPERFISH CAV3D MAFIA 
Ni = 2704 N„ = 7436 N, = 5292 

55 882,63 896,38 ( + 1 , 5 % ) 880,01 (—0,3%) 
35 796,14 789,64 (—0,8%) 785,94 (—1,2%) 
20 661,10 641,36 (—3,0%) 656,13 (—0,8%) 

5 421,97 382,45 (—9,0%) 409,68 (—2,9%) 

четной области. При расчете более сложных тороидальных резонато-
ров погрешность увеличивается, достигая 9% для CAV3D и 3% для 
MAFIA на основном виде колебаний. Отметим также сравнительное 
большое время счета по трехмерным программам. Эти недостатки внут-
ренне присущи методам конечных разностей и конечного интегрирова-
ния. Более широкие возможности описания областей с криволинейны-
ми границами и увеличения точности аппроксимации поля предостав-
ляет метод конечных элементов. 
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3. Алгоритм решения трехмерных задач методом 
конечных элементов 

Описываемый алгоритм предназначен для решения спектральных: 
задач и задач рассеяния в закрытых трехмерных областях произволь-
ной фирмы, заполненных неоднородным изотропным диэлектриком без-
потерь. Алгоритм реализован в программе ISFEL3D, разрабатываемой: 
в ЛЭТИ им. В. И. Ульянова (Ленина) [8]. 

Рис. 1. Расчетная часть тороидаль- Рис. 2. Многополюсное СВЧ-устройство 
ного резонатора с трубкой дрейфа: 
/?1=16,5 мм; i?2=33 мм; # з = 1 3 0 мм; 

/ = 5 5 мм 

Рассматривается задача о нахождении гармонически изменяющих-
ся во времени электромагнитных полей в области V, ограниченной 
идеально проводящей поверхностью S0 с отверстиями 5 Ь S2, ..., Sq 
(рис. 2), на одном из которых может быть задана тангенциальная со-
ставляющая стороннего магнитного поля Н: 

п х H = H s t , (19)) 

возбуждающего область V, а на остальных отверстиях — Su . . . , 5 г_ ь . 
Si+U ..., SQ — в целях, сохранения вещественной природы задачи дол-
жны выполняться граничные условия типа электрической (13) или маг-
нитной (14) стенки. Внутри области V допускается также существова-
ние сторонних объемных источников поля в виде магнитного тока с 
плотностью Jm . Введя вспомогательный вектор i У ^ / ^ о сведем 
задачу о вынужденных колебаниях в области V к решению уравнения 
(18), в правой части которого стоит величина kS с граничными усло-
виями (13) или (14) на плоскостях симметрии, условиями (15) на по-
верхностях раздела сред со скачкообразным изменением гг и услови-
ем (19) на возбуждающем отверстии. В уравнении (18) полагается е г = 
=8г (х, у, z), const. 

Уравнению (18) ставится в соответствие функционал 

F (Н) = -у ^ [е - 1 (rot Н)2 + р (div М*)2—&ЧН2 — кЩ dV, (20) 
v 

стационарный при использовании его решений и имеющий естествен-
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"ные граничные условия (13), (15). Условия (14) и (19) учитываются 
далее при построении дискретного аналога функционала (20) .. 

Расчетная область разбивается на Р конечных элементов и (20) 
р 

представляется суммой интегралов. F(Н) = ^ ^е(Н), где 
е=1 

F,(H)= I (г7[ HjRrRН, + р ^ Ш Ъ ^ Д — ^ Д Д ) d V ~ k J Й П Д 

(21) 
элементный вклад; 

0 — d/dz д/ду 
R = d/dz 0 —д/дх 

-д/ду д/дх 0 

д д__ 
дх ду 

д 
dz 

—• матричные операторы, заменяющие соответственно операции rot и 
<liv; 

Не = [НехНеуНег] , Je = [J e xJ e yJ e z] 

— пробные функции, аппроксимирующие магнитное поле и известное 
распределение плотности магнитного тока в данном элементе; Ve — 
-объем элемента. 

В качестве элементов раз-
биения используются криволи-
нейные тетраэдры, призмы и 
гексаэдры, позволяющие плот-
но заполнить 'исследуемую 
трехмерную область. Геомет-
рическое описание криволиней-
ных элементов основывается 
на отображении регулярных 
(с плоскими гранями) элемен-
тов, заданных в подходящей 
локальной системе координат 

tj, в глобальную систему 
-X, у, z (рис. 3) . Это преобра-
зование осуществляется по-
средств о м со от нош ени й 

ме Ме 

* = £ ЛО®, С, 4)xeh 4)y.h Njil, S, 4)zej, (22) 
y=i /=i /=i 

где Me — число узлов в элементе (Ме=-10, 15 и 20 соответственно для 
тетраэдра, призмы и гексаэдра); xeh уе], zej — декартовы координаты 
узлов (узлы располагаются в углах и на ребрах элемента), 

t , v) — базисные интерполирующие функции, конструируемые 
из неполных квадратичных полиномов [9]. 

Преобразование координат позволяет упростить процедуру интег-
рирования и записать элементный вклад (21) в следующем виде: 

Рис. 3. Преобразование гексаэдра из 
локальной системы координат rj в 

глобальную х, у, z 

М„ 

Fe (Н) = • j - § (еГ1 H j G r G Не + рц? Не
т Т г Т Не -

k^Mn-kWeh) | / , | dldldn- (23) 
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Здесь I e — якобиан преобразования (22), G и Т — матричные опера-
торы, получаемые заменой в операторах R и D производных эквива-
лентными выражениями, найденными дифференцированием соотноше-
ний (22) по локальным координатам. Интегрирование в (23) осуществ-
ляется в пределах — л ^ ! Д л я гексаэдра, 0 < | , т]<1, 0 < £ < 1 — £ 
для призмы и O c g c l , 1 — 0 с » ] < 1 — | — £ для тетраэдра. 

Пробные функции Не и аппроксимирующие J e в пределах элемен-
та определяются с помощью тех же узлов и базисных функций, что и 
в соотношениях (22) (изопараметрические конечные элементы). При 
этом 

где 

Не—LeXe, J e —L e Z g , (24^ 

Xe~{Hx(xel, yel, zel) Ну {xel, ул, zel) Hz(xei, yel, zel) . .. 

. . . Hz УeMgi ZeMe)] , 

Ze=[Jx(xel, yel, Zei)Jy(xeh УеЪ J z{xe\i У eh zei) • • • 

• • • Jz{xeMe> УсМе> zeMe)] 

— векторы узловых значений пробных и аппроксимирующих функций;: 

L e = [ N i N . . . . N * J 

— прямоугольная 3 x 3 М е матрица из Ме блоков 

'Nj О О 
О Nj О 
О 0 N j 

С учетом выражений (24) элементный вклад (23) может быть записан 
через значения составляющих магнитного поля в узлах элемента. 

Применение формул численного интегрирования с учетом стацио-
нарности функционала (dFe(Н)/дХе,=0) приводит к системе алгебраи-
ческих уравнений 

W X = £ Q X (25) 

где W e = D e — k 2 B e ] De, Ве, Qe—квадратные матрицы порядка 3М е , причем 

Объединив уравнения (25), записанные для всех Р элементов, по-
лучим матричное уравнение задачи 

W'X=/eQ'Z, (26> 

где W' и Q' — квадратные матрицы порядка 3N (N — общее числа-
узлов объединенного набора элементов); X, Z — вектор-столбцы узло-
вых значений составляющих магнитного поля и плотности магнитного1 

тока во всей совокупности узлов. 
Уравнение (26) не учитывает всех граничных условий исходной 

дифференциальной задачи, так как матрица W' построена в предполо-
жении, что в процессе решения варьируются все компоненты вектора X. 
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Граничные условия (13) и (15) являются естественными и не требуют 
корректировки матрицы W'. Для учета условия (19) компоненты векто-
ра X перегруппировываются таким образом, чтобы его можно было 
представить как следующую комбинацию вектор-столбцов варьируе-
мых Xv и заданных Хс составляющих поля: 

X = [ X v X c f . 

Матрица W' после вычеркивания в ней строк, принадлежащих век-
тор-столбцу Хс, также разделяется на две матрицы — WV и Wс со-
ответственно порядка NvXNv и NVXNC, где Nv и Nc — размерности 
вектор-столбцов Ху и Хс. В результате матричная задача с учетом всех 
граничных условий имеет вид 

WVXV=&QZ—WCXC. (27) 

К полученному уравнению сводятся разнообразные задачи элект-
родинамики, включая, например, расчет параметров рассеяния сложных 
устройств или исследование спектральных характеристик колебатель-
ных систем. Рассмотрим подробнее возможные частные формулировки. 

1. Р а с ч е т п с о б с т в е н н ы х в и д о в к о л е б а н и й з а м к н у -
т о й с т р у к т у р ы , б л и ж а й ш и х к з а д а н н о й ч а с т о т е f0. 
Пусть электродинамическая структура ограничена идеально-проводя-
щей оболочкой 5 0 и отсутствует связь с внешним пространством, т. е. 
Хс=0. Положим Z — kXv\ где Ху0)— некоторое начальное приближе-
ние к искомому вектору варьируемых компонент Xv. Сформировав я 
векторов начальных приближений, из (27) получаем систему матрич-
ных уравнений 

решив которую найдем следующее более точное приближение Ху; 
к вектору Xvi для i-го вида колебаний. Начальные значения искомых вол-
новых чисел kot можно взять равными ka=2.Tifo/c. Матрица Wy 
строится для k—k0 и в процессе расчета не изменяется. Отыскание сле-
дующих приближений XvT) и koT} осуществляется методом итераций в 
подпространстве [10], позволяющим успешно выделять даже кратные 
собственные значения. 

2. Р а с ч е т о т д е л ь н о г о в и д а к о л е б а н и й з а м к н у т о й 
с т р у к т у р ы в б л и з и ч а с т о т ы f0. В предыдущем случае для уве-
личения точности расчета наиболее далеко отстоящих от /0 видов ко-
лебаний число итерируемых векторов должно быть больше п,< что уве-
личивает объем вычислений. На практике часто представляют интерес 
характеристики отдельного вида колебаний, локализованного вблизи 
интересующей частоты /0. Отыскание собственной частоты этого вида 
осуществляется путем последовательного решения задач о вынужден-
ных колебаниях на нескольких определенным образом выбранных ча-
стотах. Структура возбуждается в единственной точке на идеально-про-
водящей оболочке сторонним магнитным полем Нс , имеющим единич-
ное значение одной из проекций на координатные оси. В результате в 
уравнении (27) вектор 1=0, а вектор Хс имеет единственную компо-
ненту, равную единице (Nc= 1). 

Уравнение (27) решается для заданного волнового числа k0, и 
найденный вектор Xv совместно с Хс используется для оценки следую-
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щего приближения к искомому волновому числу k с помощью функ-
ционала: 

j" [е- 1 (rot H)»+p(div | i ,H)»]dy 
(28) 

I HrHW 
V 

Матрица Wy строится для нового k и решение задачи (27) повторяет-
ся вновь с последующим уточнением k по формуле (28). Итерацион-
ный процесс сходится обычно за 5—6 итераций с относительной по-
грешностью по частоте Ю-4—10~5. В целях сокращения времени счета 
текущий вектор Ху используется в качестве стартового вектора на сле-
дующей итерации. 

Описанный алгоритм удобно использовать для исследования резо-
нансных свойств структур, реально возбуждаемых через волновой ка-
нал 7/ полем определенного типа волны. В этом случае неоднородное 
условие Дирихле (19) должно описывать касательное к поверхности 
резонатора магнитное поле на возбуждающем отверстии Si. 

3. В ы ч и с л е н и е э л е м е н т о в м а т р и ц ы р а с с е я н и я че-
т ы р е х п о л ю с н и к а . Задача решается в предположении, что в вол-
новых каналах четырехполюсника Ти Т2 реализуется одномодовый ре-
жим работы. Во входном сечении Si канала Тх задается возбуждающее 
поле Hc=Ah, где h — поперечное магнитное поле распространяющегося 
типа волны, удовлетворяющее условию нормировки ^ ( e x h ) d S = l , 

Si 
А — произвольный коэффициент. Вектор h может быть описан анали-
тически или найден численно. 

Для симметричного четырехполюсника область V ограничивается 
плоскостью возбуждения и плоскостью симметрии, на которой пооче-
редно задаются граничные условия типа электрической или магнитной 
стенки. Неизвестное магнитное поле находится из решения матричного 
уравнения (27) при Z=0. Для вычисления элементов матрицы рассея-
ния используется не сам вектор Х^ХуХс]7-, а найденное с его помощью 
из (26) стационарное значение функционала 

F (Н) = 0,5 X r W'X. (29) 

Данный подход подробно обоснован в работе [11] и позволяет зна-
чительно повысить точность расчетов. Нетрудно показать, что комплекс-
ные элементы матрицы рассеяния относительно входного' сечения че-
тырехполюсника можно рассчитать по выражениям 

2 S n = (а + b) + i ( g - d); 2 S 1 2 = ( a - b) + i (g + d), 

a~(Fm— Щ/(Рт + 6), b = (F2e — b)!{F2
e + Q), 

g=(oe0FAW2e + ^ d=(o&0FmA2/(F2
m + e), 6 = 0,25со2е^Л 

:где Fm и Fe — значения функционала (29), полученные соответственно 
для магнитной и электрической стенок в плоскости симметрии. 

В случае несимметричного четырехполюсника задача решается для 
трех положений плоскости короткого замыкания (электрической стен-
ки) в канале Т2. Элементы матрицы рассеяния находятся затем из си-
стемы уравнений по трем значениям функционала (29). 
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4 . Программа I S F E L 3 D и примеры расчетов 
Описанный алгоритм реализован в программе ISFEL3D [12], напи-

санной на языке FORTRAN-77. Программные средства включают ряд 
процессоров (модулей), учитывающих специфику отдельных этапов ре-
шения задачи. Процессор геометрического моделирования предназна-
чен для описания формы исследуемой области, физических характери-
стик заполняющей ее среды и генерирования сети конечных элементов 
(дискретизации области). Моделируемый объект представляется как 
совокупность базовых геометрических областей (примитивов базы) и 
их комбинаций, построенных на операциях объединения, пересечения 
и исключения. Предусмотрен графический контроль корректности по-
лучаемого конечно-элементного разбиения. 

Процессор дискретизации уравнений математической модели фор-
мирует элементные матрицы D / , В / . Переход от них к полным матри-
цам системы Wy, Wс с учетом граничных условий (19) осуществляет-
ся в процессе счета. Последовательное наложение граничных условий 
в двух модулях уменьшает время построения численной модели, если 
требуется многократное решение задачи на нескольких частотах или с 
разными типами граничных условий, поскольку корректировка однаж-
ды сформированной матрицы обходится намного дешевле, чем ее по-
строение для конкретной задачи. 

Постпроцессор позволяет рассчитать интересующие локальные и: 
интегральные параметры анализируемого устройства. Его особенно-
стью является наличие т а , . к 
„ ^ ^ I аблица 5 
блоков обработки анали-
тических формул. Пользо-
ватель описывает требуе-
мую величину в виде 
арифметического выра-
жения, а затем может 
получить ее распределе-
ние в табличной или гра-
фической форме вдоль линии, в заданной плоскости, на поверхности: 
или в объеме, а также вычислить интеграл от этого выражения. 

В табл. 3, 5 представлены результаты расчета собственной частоты' 
f и собственной добротности Q нескольких видов колебаний в цилинд-
рическом резонаторе. Для геометрического описания четверти цилинд-
ра использовалось 18 криволинейных гексаэдров и 9 призм (всего 
175 узлов). Время решения t на ЭВМ типа ЕС-1061 составило 1—3 мин 
на каждый вид колебаний. Распределение напряженности магнитного 
поля в продольном сечении цилиндра для вида колебаний Еои, полу-
ченное постпроцессором, показано на рис. 4. 

В целях сравнения программы ISFEL3D с другими известными 
программами проводился расчет частоты основного вида колебаний в 
цилиндрическом резонаторе с трубкой дрейфа ,(см. рис. 1). Результа-

Г Ви д 
колебания Фанал QISFEL3D А, % 

Еою 34 171 
36 248 

34 186 
36 039 

0 ,04 
—0,55 

Т а б л и ц а 6 Т а б л и ц а 7 

W, мм f , МГц 
Число 
узлов д, % t , мин 

55 882,71 577 0 ,01 10 
35 799,92 558 0 ,47 9 
20 666,76 539 0 , 8 5 9 

5 428,92 520 1,6 8 

f , МГц 

W, мм S, мм Аналити-
ческий 
метод 

[13] ISFEL3D 
t, МИШ 

0 
12,5 

30 
17,5 

1232,4 1229,1 
2638,1 

1235,1 
2642,8 

5 , 5 
4 ,0 

31 



Рис. 4. Распределение составляющей Н у в меридианаль-
ной плоскости цилиндра для вида колебаний Еоп 

Рис. 5. Резонатор с неоднородным ди-
электрическим заполнением: e r = 1 6 ; d = 
= 3 7 , 5 мм; t=25 мм; 6 = 3 0 мм; « = 4 0 — 

—2 w 

5,2 к а 

Рис. 6. Диэлектрический цилиндр в прямоугольном волноводе (а) 
и частотная зависимость модуля коэффициента отражения волны 

#oi (б) при ег—2, b=af2, с—а/4 



ты сведены в табл. 6. Число элементов изменялось от 78 при w = 5 мм 
до 96 при ш=55 мм. Сравнение с табл. 4 показывает, что ISFEL3D 
обеспечивает лучшее совпадение результатов с программой SUPER-
FISH, чем CAV3D и MAFIA, при значительно меньшем числе узлов-

В качестве примера структур с неоднородным заполнением рассчи-
тывался резонатор с диэлектрической вставкой (рис. 5). С учетом двух 
плоскостей симметрии моделировалась четвертая часть резонатора, ко-
торая разбивалась на 64 гексаэдра (425 узлов). Собственные частоты 
основного вида колебаний для двух вставок представлены в табл. 7. 

Рис. 6 демонстрирует результаты решения задачи рассеяния вол-
ны Я01 в прямоугольном волноводе на диэлектрическом цилиндре. Вы-
бранный диапазон частот обеспечивает одномодовый режим. Структу-
ра имеет три плоскости симметрии, что позволяет моделировать 1/8 ее 
часть. Для описания задачи использовались 144 криволинейные приз-
мы (541 узел). Расчетная зависимость модуля коэффициента отраже-
ния от волнового числа показана на рис. 6,6 (сплошная кривая). 
Здесь же для сравнения приведены зависимости, взятые из работы [14], 
полученные вариационным методом (штриховая линия) и методом ко-
нечных элементов на регулярных тетраэдрах (точки). Время расчета 
по программе ISFEL3D на восьми частотах составило 45 мин. 
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