
Предложенный метод может быть распространен на случай не-
скольких переменных. Кроме того, он может быть обобщен на случай 
одной переменной, когда рассматриваемая система близка к одной из 
систем, принадлежащих 'классу точно решаемых (в смысле возможно-
сти построения точного эволюционного уравнения при произвольном 
тс) [2]. Например, к этому классу относится система, определяемая 
уравнением 

x=—kx + xy(t), (26) 

y(t) — гауссов цветной шум. Соответствующая функция отклика мо-
жет быть найдена точно: 6x(tt)/8y(t')=x(t). Поэтому функция отклика 
для системы 

Х=— %Х—Ь2х2—b3x3 + xy(t) (27) 

может быть посчитана с помощью теории возмущений и, следовательно, 
может быть найдено эволюционное уравнение для р(х, t). 

Итак, в данной работе предложен простой алгоритм построения 
эволюционного уравнения для ПВ слабо нелинейных систем, находя-
щихся под действием гауссова шума с произвольным временем корре-
ляции. 

Автор благодарит Ю. Л. Климонтовича, А. В. Толстопятенко и 
Л. Шиманского-Гайера за внимание к работе и полезные обсуждения. 
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ОБЛАСТЬ ПРИМЕНИМОСТИ МОДИФИЦИРОВАННОГО МЕТОДА 

БЕГУЩИХ ВОЛН В СВОБОДНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

В. Д. Гусев, С. М. Голынский 

(кафедра физики атмосферы и математической геофизики) 
Исследованы границы применимости модифицированного метода бегущих волн в 

свободном пространстве за фазовым хаотическим экраном. В приближении малоугло-
вого рассеяния рассмотрена модель нормальных флуктуаций фазы рассеянного поля 
на экране. Получен критерий применимости анализируемого метода, который значи-
тельно расширяет возможности использования лучевой трактовки волнового поля в 
свободном пространстве по сравнению со стандартным определением зоны геометри-
ческой оптики. 

В основе модифицированного метода бегущих волн (ММБВ) [1, 
2] лежит представление волнового поля W(г, t) в виде бегущих волн 
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[3]. При выборе гармонической зависимости W{r, t) от времени про-
странственная составляющая волнового поля U (г) удовлетворяет урав-
нению Гельмгольца и имеет вид 

U {г) —А (г) exp {ikS (г)}, (1) 

где А (г) и 5 (г) — амплитуда и эйконал бегущей волны соответствен-
но, i = y — 1 , k=2n/X, X—длина волны излучения в вакууме. Пред-
ставление (1) справедливо в среде без поглощения до тех пор, пока 
поверхность волнового фронта не имеет особых точек, т. е. детерминант 
метрического тензора g,i (/, 1=1, 2) этой поверхности, который опреде-
ляет амплитуду волны А (г) [4], удовлетворяет условию 

J = gug**—g!2>0. (2) 

Принципиальное отличие ММБВ от стандартного приближения 
геометрической оптики, которое является предельным случаем ММБВ 
[2], заключается в том, что уравнение эйконала 

( V S)2 = m2 (3) 

определяется эффективным т=т(г), а не локальным п='|/е(г) пока-
зателем преломления среды [1], где е(г) — диэлектрическая прони-
цаемость среды. В результате уравнение (3) есть точное следствие ис-
ходного уравнения Гельмгольца, и ММБВ не связан с априорными 
ограничениями на характерные масштабы неоднородностей среды. 

Уравнение эйконала (3) позволяет перейти к лучевой трактовке 
рассматриваемого волнового поля (1), т. е. использовать геометриче-
скую теорию построения волновых поверхностей, опирающуюся на прин-
цип Гюйгенса. Согласно этой теории, если в какой-либо момент времени 
t известна поверхность фронта волны, то для построения волнового 
фронта в момент ti=t+At в каждой точке исходной поверхности возво-
дится нормаль в направлении распространения, на которой откладывает-
ся отрезок, равный фазовому пути за время At. Геометрическое место по-
лученных точек представляет собой новый фронт волны в момент вре-
мени t\. Описанное построение отображает последовательность волно-
вых фронтов до тех пор, пока существует взаимно однозначное соот-
ветствие между точками двух соседних поверхностей, принадлежащих 
одному и тому же лучу, т. е. вплоть до момента пересечения соседних 
лучей (нормалей). 

Таким образом, возможность использования ММБВ ограничена ус-
ловием непересекаемости лучей (нормалей), соответствующих бегущим 
волнам. С физической точки зрения пересечение лучей приводит либо 
к возникновению каустик (в частности, эффекту фокусировки) [4],. 
либо к появлению дислокаций волнового фронта [5]. В обоих случаях 
поле лучей перестает быть регулярным, т. е. нарушается условие (2), 
эквивалентное критерию непересекаемости лучей. 

Оценка области применимости ММБВ в случайно-неоднородной 
среде может быть проведена по аналогии с работой [6], где проанали-
зированы границы применимости стандартного метода геометрической 
оптики. Однако для этого необходимо решить предварительную задачу 
определения эффективного показателя преломления среды т=т(г), 
которая достаточно сложна и в общем случае до сих пор не имеет пол-
ного решения. Поэтому в настоящей работе ограничимся рассмотрением 
более простой, но весьма важной для практических приложений за-
дачей нахождения области применимости ММБВ для описания волно-
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вого поля, распространяющегося в свободном пространстве после про-
хождения через случайно-неоднородную среду. 

Полагаем, что рассеивающая среда (например, земная ионосфе-
ра) может быть заменена плоским шероховатым экраном, при прохож-
дении через который амплитуда и фаза волны претерпевают такие же 
изменения, которые произошли бы при распространении в реальной 
среде. Пользуясь общепринятой терминологией, будем называть поле 
на выходе из случайно-неоднородной среды полем на экране, совпада-
ющим с плоскостью 2=0, и рассмотрим широко используемую в радио-
физике и оптике модель фазового хаотического экрана 

£/(р', 2 = 0 ) = г/0(р ,) = ехр{^Ф(р')}, р' = (и, v). (4) 

Ограничимся исследованием случая, когда эйконал Ф(р') — нор-
мальный однородный процесс с нулевым средним и изотропной гауссо-
вой функцией корреляции 

(Ф (р') Ф (р")} = о2К (р' — р") = с2 exp I _ ( p ' _ p " ) » j , (5) 

где о2 — дисперсия флуктуаций эйконала на экране, а — характерный 
масштаб иеоднородностей экрана (рассеивающей среды), а треуголь-
ные скобки означают усреднение по ансамблю реализаций. 

Точное решение уравнения Гельмгольца, определяющее волновое 
поле в свободном пространстве за плоским хаотическим экраном z > 0 
при учете граничного условия (4), имеет вид 

со 
U ( p ' z ) = - - ~ ^ U 0 ( p ' ) ^ - [ e x p { i k R } / R } d 2 p , (6) 

—оо 

# = 1 / > - Р Т + 22, р = (х, у). 

Отметим, что решение (6) включает в себя не только однородные 
бегущие волны, но и неоднородные волны, пространственный период 
Которых меньше длины волны X. Неоднородные волны ослабевают при 
удалении от экрана по экспоненциальному закону, и в волновой зоне, 
определяемой условием 

A i z » l (7) 

их влиянием можно пренебречь. Следовательно, область применимости 
обсуждаемого ММБВ в свободном пространстве находится в волновой 
зоне, определяемой (7). 

При учете условия (7) выражение для волнового поля (6) упро-
щается: 

оо оо 

и (р- ( р , ) е х р d Y = ^ r й техр { i k S ) d Y ' ( 8 ) 

—оо —оо 
где 

S(р', р, z) = tf(p', Р, г) + Ф(р'). 

Основной вклад в волновое поле (8) дает окрестность точки ста-
ционарности p '=p ' s t этого интеграла на экране. Применяя метод ста-
ционарной фазы [7], приходим к выводу о возможности представления 
(8) в виде бегущей волны (1): 

U (р, z)^ A (ps't, р, г) ехр {ikS (p;t, р, z)}, 
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которая определяет в точке наблюдения (р, z) луч, выходящий из точ-
ки стационарности и имеющий направление 

<?Ф ЭФ 
ди dv 

1 — 
дФ 
ди 

дФ 
~ди~ 

Координаты точки стационарности могут быть найдены в резуль-
тате решения системы уравнений [7]: 

dS 
ди 

дФ _ q dS_ _ 
ди ' dv 

дФ 
R ди 

:0. (9) 

Следовательно, координаты луча в точке наблюдения являются 
функциями координат точки выхода (в дальнейшем на экране рас-
сматриваются только точки стационарности u=ust, v=vs\ и нижний сим-
вол «st» для краткости опускается), т. е. 

х = а(и, и), y=f>(u, v). (9') 

В общем случае система уравнений (9) может иметь произволь-
ное число решений, соответствующих различным точкам стационарно-
сти интеграла, определяющего волновое поле (8). Это означает при-
ход в точку наблюдения нескольких лучей, их количество равно числу 
точек стационарности, т. е. числу пересечений лучей в этой точке. Та-
ким образом, сформулированный выше с физической точки зрения кри-
терий непересекаемости лучей сводится к математическому условию од-
нозначности решения системы уравнений (9), когда через любую точ-
ку (р, z) в плоскости наблюдения 2=const проходит только один луч. 
Условие однозначности решения системы (9) эквивалентно условию од-
нозначности преобразования (9'), что, как известно, определяется от-
личием от нуля якобиана этого преобразования: 

да да 

д (х, у) 
д (и, v) 

ди ди 

I t 
ди 

J!L 
dv 

фО. (10) 

Для дальнейшего продвижения ограничимся анализом случая ма-
лоуглового рассеяния на неоднородность экрана, когда 

дФ 
ди <1 , дФ 

dv 
' < 1 , т. е. (б2) < 1. (11) 

где 0 — угол рассеяния лучей. Условия (11) выполняются во многих 
практических приложениях. При этом можно считать R m z , и система 
уравнений (9') существенно упрощается, а именно: 

дФ . дФ 
X=u + z — y = v-\-z — 

ди dv 
(12) 

Преобразование (12) соответствует отображению экрана 2=0 на 
плоскость приема z=const , а условие однозначности (10) этого преоб-
разования приобретает вид 

1 + 2 
д2 Ф 
du2 

д2Ф 
dvdu 

д2 Ф 

1 + 2 

dudv 

д2 Ф 
dv2 

> 0 . (10') 
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Раскрывая определитель (1(У) и учитывая, что согласно условию 
малоуглового приближения (11) членами порядка 02 и выше следует 
пренебречь, получим по аналогии с [6] условие непересекаемости лу-
чей в форме неравенства 

1+Q>0, (13) 
где 

Q 
' д2Ф д2Ф 

ди2 dv2 

Величина Q является случайной и зависит от распределения вто-
рых производных эйконала на экране. Следовательно, следует прове-
сти вероятностную оценку выполнения неравенства (13). В силу ис-
ходного предположения о нормальности процесса Ф (р') величина Q, 
представляющая собой сумму двух нормально распределенных величин, 
также распределена по нормальному закону. При учете этого вероят-
ность 9*. выполнения неравенства Q> —1 + 6, где б — произвольная бес-
конечно малая положительная величина, определяется соотношением 
[8] 

S > ( Q > _ l + 6 ) 
У 2т П G0 ^ 

ехр 
ч 

dq, 
-i+б 

которое эквивалентно уравнению для дисперсии ог<э2 

/ 1 - 6 erf 
У 2 о, Q 

-.2&—1. (14) 

Здесь erf (р) — интеграл вероятности (9]. 
Учитывая определение случайной величины Q (13), а также рас-

сматриваемую модель флуктуаций эйконала на экране (5), находим 
выражение дисперсии oq2 через характерные параметры задачи: 

02 = ( Q 2 ) = = 2 2 : д2Ф \2, / д2Ф д2Ф х 
) / \ ди2 dv2 / ди2 ди2 

= 2 
1622 

(te3)5 Ф' 

т. е. 

(15) 

дисперсия флуктуа-где 3)=4z/ka2 — волновой параметр, а аФ
2=&2а2 

ций фазы волны на экране. 
Подставляя выражение (15) в уравнение (14) и пренебрегая бес-

конечно малой величиной б, приходим к условию однозначности пре-
образования (12), обеспечивающему выполнение неравенств (13) и 
( 1 0 ' ) : 

Ь $ о ф < 1. (16) 

Здесь b=2erf-1(25 a—1) — числовой коэффициент, зависящий от за-
дания вероятности ¥ выполнения исследуемого неравенства, от выбора 
модели хаотического экрана и распределения его неоднородностей; 
e r f - 1 (P) — функция, обратная интегралу вероятности, а именно, если 
e r f ( p ) = P , то e r f _ 1 ( P ) = p . Например, для рассматриваемой в настоящей 
работе модели фазового хаотического экрана получим 
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cP 1 =0,90 , bx 1,60, (25огф)х ^ 0,56; 

cPa = 0,95, b2 ^ 2,32, ( 0 а ф ) 2 ^ 0,73; 

cP 3 =0,997, 63 ^ 3,88, (®аф)3 ^ 0,26. 

Условие (16) является критерием единственности решения задачи 
Коши построения волновых фронтов (критерием непересекаемости лу-
чей за экраном). В рамках приближения малоуглового рассеяния (11) 
это условие определяет дальнюю от экрана границу области примени-
мости ММБВ в свободном пространстве. 

Д л я нового параметра у=Юоч, целесообразно использовать найме-, 
нование «фактор фокусировки», так как значения определяют об-
ласть пересечения лучей. Более того, вычисляя число точек стационар-
ности интеграла (8), можно показать, что число лучей J f , приходящих 
в точку наблюдения, есть функция фактора фокусировки у, т. е. Jf— 

причем J f m y при 
В заключение отметим, что основной результат работы — условие 

(16), определяющее область применимости ММБВ, — значительно рас-
ширяет возможности использования лучевой трактовки волнового поля 
в свободном пространстве за хаотическим экраном по сравнению со 
стандартным определением зоны геометрической оптики iZ)<Cl. Дейст-
вительно, в случае слабых флуктуаций фазы на экране (с7Ф

2<С1) область 
бегущих волн перекрывает не только область френелевской дифрак-
ции но и частично область дифракции Фраунгофера В ре-
зультате для рассмотренного случая малоуглового рассеяния (11) в 
области свободного пространства, определяемой условиями (7) и (16), 
анализ соотношений между статистическими характеристиками рассе-
янного излучения в плоскости приема и характерными параметрами 
неоднородностей экрана может быть проведен на основе модифициро-
ванного метода бегущих волн. Таким образом, одно из возможных при-
ложений результатов настоящей работы связано с решением обратных 
задач восстановления параметров неоднородонстей исследуемой среды 
по рассеянному излучению, принятому после прохождения через свобод-
ное пространство. 
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