
учитывается для операторов первых порядков ( s = l , 2, ...) через члены 
теории возмущений высших порядков. В данном случае конкретный вид 
теории возмущений не изменится при изменении типа симметрии, а 
разложение для операторов определяется выбором основного прибли-
жения, которое естественно взять исходя из типа симметрии. 

Описание единым образом однородной и упорядоченной фаз дает 
возможность исследовать фазовые переходы. При этом проведенные 
нами расчеты (будут опубликованы позже) показали, что использова-
ние в качестве основного приближения решения уравнения самосогла-
сованного поля с исключенным самовоздействием уже при учете кор-
реляций первого порядка позволяет описать как однородную, так и 
упорядоченную фазы, а также фазовый переход между ними. 
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ОДНОРОДНЫЕ ИЗОТРОПНЫЕ КОСМОЛОГИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
В 6-МЕРНОЙ ТЕОРИИ КАЛУЦЫ—КЛЕЙНА 

Ю. С. Владимиров, Америко Пераса Альварес * 
(кафедра теоретической физики) 

Найдены точные однородные изотропные открытые космологические решения 
уравнений Эйнштейна 6-мерной теории Калуцы—Клейна. Дан их анализ и проведе-
но еравнение с аналогичными космологическими решениями в 5-мерной теории Ка-
луцы—Клейна и с 4-мерной космологической моделью Фридмана. 

В настоящее время большое внимание уделяется исследованиям 
многомерных геометрических теорий Калуцы—Клейна [1, 2]. При этом 
преследуются две основные цели: во-первых, это получение многомер-
ных геометрических моделей объединенной теории физических взаи-
модействий и, во-вторых, использование дополнительных геометрических 
скалярных полей для описания возможных изменений фундаменталь-
ных физических констант. Большая часть работ посвящена объедине-
нию физических взаимодействий. Анализировались возможности моде-
лей различной размерности: от пяти до одиннадцати и более. В част-
ности, в работах нашей группы [3, 4] было показано, что в рамках 
6-мерной теории удается объединить эйнштейновскую теорию гравита-
ции с моделью электрослабых взаимодействий Вайнберга—Салама. 
В русле второго направления исследований — учета эффектов много-
мерного скаляризма — ранее были найдены точные 5-мерные сфериче-
ски-симетричные решения 5-мерных уравнений Эйнштейна, а также 
5-мерные однородные изотропные космологические модели [5, 6]. 

* Стипендиат Национального Совета по науке и технологии Мексики 
(CONACYT). 
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В настоящей статье сделан следующий шаг — найдены анало-
гичные космологические модели в рамках 6-мерной теории Калуцы— 
Клейна. Эти решения представляют особый интерес в свете того, что 
в нашей 6-мерной теории грави-электрослабых взаимодействий основ-
ные фундаментальные физические константы зависят от дополнитель-
ных компонент 6-мерной метрики, т. е. на их значениях сказывается 
эволюция скалярных полей. 

Рассмотрим 6-мерное уравнение Эйнштейна 

6Rmn ~(*MN — %TMN, (1) 

где индексы М, N принимают значения 0, 1, 2, 3, 5, 6; Gmn — компо-
ненты 6-мерного метрического тензора; TMN — 6-мерный тензор энер-
гии-импульса материи; % — эйнштейновская гравитационная постоян-
ная. Будем искать космологическое решение, обладающее свойством 
однородности и изотропности в общепринятом 3-мерном смысле. Это 
означает, что искомая метрика имеет вид 

dl2 = ф2 {а2 [dx^—dx^—f2 (х1) (d62 + sin2 Ш>2)] — dx^—^W2}, (2) 

где G55=—ф2; G66=—Ф2г|з2 — дополнительные компоненты метрического 
тензора; функция может иметь три вида: f2=sh2xl для гипербо-
лического 3-мерного пространственного сечения; / 2 =s in 2 л:1 для 3-мер-
ного пространства Римана и f2 = xl для евклидова пространственного 
сечения. В метрике (2) содержатся три неизвестные функции от ко-
ординаты х°: а, ф, г|х 

Чтобы записать для этих функций уравнения Эйнштейна, восполь-
зуемся формализмом внешних форм Картана [7]. Определим компо-
ненты 6-мерного базиса следующим образом: 

@(0) = фadx°, ©(1) = фadx1, &(2) = cpafdd, 
(3) 

©(3) = фа/ sin Щ , е ( 5 ) = Ф ^ 5 , в ( б ) = ф № в . 

Из них известным образом находятся 1-формы кривизны: 

с о Е ? > = л е ( 1 ) , а > 8 } , = л е ( в ) . 

со(
(
2°5=Л©(2>, а , й ! = - 4 - е ( 2 ) , 

(4) 

«>(3) = , ю ( 3 ) — — о , b 

(0) Л/Г^(5) (2) Ctg 0 (3) 
©(5) = Л * 0 , Щ З ) = 0 , 

где были использованы обозначения 

b — aq>, А = bib2, M = q>/<p&, £ = N = %ЦЬ, F = f ' / f . (5) 

Здесь и в дальнейшем точка означает дифференцирование по х°, а 
штрих — дифференцирование по х1. 

После соответствующих вычислений находим, что из 21 уравнения 
Эйнштейна (1) различным нетривиальным содержанием обладают 
лишь четыре диагональных уравнения: 

A + 4 _ ^ ^ _ J l . t _ 4 J i _ i . ( J L + . i i . v (в) 
а2 ' Г 3 3 t p 2 аФ Ц \ а 3 ф J 
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.JL — 2 
Ф2 

4 -
аф ф 

+ 4 — 
ф Ф2 аф ф \ О Ф 

4 Ф 2 Ф2 8 < гф 
3 Ф 3 Ф2 3 i гф 

2 а ' + = — 4 - ^ - — f — + 4 — ^ ) i -
a а2 ф ф2 аф ф \ а ф • / ф 

а а2ф2 

а о 

+ 2 - 2 - ^ — L . A , (8) 
3 ф \ а ф / 3 ф 

A а2Ф2 4 m 2 (тч2 8 Arm 
—f-T] = 5 6 — ^ ? 9) 

а 3 3 ф 3 ф2 3 аф 

где параметр Т} принимает три значения: Г]==+1 ДЛЯ 3-мерного про-
странства постоянной положительной кривизны, т]=—1 для 3-мерного 
пространства Лобачевского, г]=0 для 3-мерного евклидова пространст-
ва; (j, — плотность пылевидной материи в 4-мерном смысле, Въ и 5 6 — 
плотности, соответствующие компонентам Т55 и 7бб-

Легко убедиться, что при г|)=0 уравнения (6) — (8) переходят в со-
ответствующие уравнения из (6] для 5-мерной теории Калуцы—Клейна,: 
а при г|)=0, ф=1 уравнения (6) и (7) совпадают с соответствующими 
уравнениями 4-мерной общей теории относительности, из которых на-
ходятся решения Фридмана. 

Перейдем к новому набору неизвестных функций: 

Ь(х°) = а(х°) <р(*°), H(x0) = i|;(x0)<p(xu), ф(х°), (10) 

тогда система (6) — (9) приводится к более простому виду: 

ь1 ь \ g Ф / з з 

<12> b Ь2 Ф I Йф £ф lb 

Ь I 1 I I 2 ЪЪ 1 о /1Q\ 1 J - Въ—Г], (13) 
Ь 3 Е 3 lb 3 

ь 1 m 2 hn 1 
^ = 4 - 2 , - ч , . (14) 

Ъ 3 Ф 3 6ф 

где Вь = Вф2; В, = Вф\ 
Для дальнейшего решения этой системы необходимо использовать 

какие-то соображения о виде дополнительных компонент тензора энер-
гии-импульса Т55 и Г66 (т. е. о неизвестных функциях Л5 и В6), иначе 
четырех уравнений (11) — (14) недостаточно для нахождения шести не-
известных функций. Предположим, что в реальном мире в среднем до-
полнительные плотности В5 и Дз пренебрежимо малы (Л 5 =В 6 =0) , кро-
ме того, ограничимся случаем, когда 

Ф/Ф = £/& (15) 

тогда уравнения (13) и (14) совпадают и система (11) — (13) приво-
дится к виду 

i>2 , П ьу . 1)2 1 Ф2
 / 1 Д Ч • \- 2 — — + п = хи, 2—, (16) 

б2 fop. • 3 3 ф2 4 ' 
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2 Ъ 
— — + 1 1 + -

2 ф _ + 2 

Ъ Ф 

Ъ I 1 Ф 1 2 Ьф | 
ъ f 3 ф ^ 3 Ьф 

Ьф фа 

т] = 0. (18) 

Умножая уравнение (18) на 3 и вычитая из него уравнение (17), 
приходим к выражению 

Ь ф Ь2 фа 

Ограничимся частным случаем, когда (19) можно представить в виде 

± + ± = ± + 4 - 2 4 - 0 , (20) 
Ь Ъ2 ф ф2 

где С — некоторая константа, которая будет найдена из уравнения 
(17) или (18). Тогда для функции Ь(х°) имеем уравнение 

bb+b%—0>2 = 0. (21) 

Производя замену Ь2=и, это уравнение сводим к й—2Си=0, откуда 
имеем решение 

u — b2 = C1 exp {V2С х°} + С2 ехр {— ]/2С х0}. (22) 

Аналогично для функции ф(х°) из (20) получаем уравнение 
ФФ + Ф2—(С + 2т1)ф2 = 0. (23) 

Производя замену ф2=и, это уравнение сводим к v—2(С + 2т])у=0, от-
куда находим 

У = ф2 = сз ехр {УЩе+Щ X0} + С4 ехр { — У Щ С + Щ х0}. (24) 

Из общих выражений (22) и (24) выделим четыре частных слу-
чая, для которых окончательные решения можно записать в явном 
виде. Это случаи, когда 

1) С 1 Ф 0; С 2 = 0; 

С3ф 0; С4 = 0; 

3) Схф 0; С2 = 0; 
С3=0;С,ф0; 

2) Сх = 0; С % Ф 0 
С3 = 0; С , ф 0 

4) Сх = 0; С2ф 0 
С3ф0; С4 = 0 

(25) 

Для всех четырех случаев легко найти значения константы С, со-
держащейся в (20) — (24). Для этого подставим решения (22) и (24) 
при любом из условий (25) в уравнение (18), которое тогда примет 
вид 

2(С + 2 г | ) = т У г С ( С + 2 л). (26) 

Отсюда находим два возможных решения: 

С( 1) = —(8/3) Tj; С(2) = —2т]. (27а) 

Поскольку нас интересуют лишь вещественные решения, когда С > 0 и 
С+2г\>0, приходим к выводу, что следует брать значение t j=—1, со-
ответствующее 3-мерным пространственным сечениям постоянной от-
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рицательной кривизны (пространствам Лобачевского). Следовательно, 
С принимает два возможных значения: 

C(i) = 8/3; С(2) = 2. (276) 

Плотность пылевидной материи ц находится из уравнения (16). 
Подставляя в него решения (22) и (24) с условиями (25), находим 

\х 
кЬ* 

-f(C + 2r])±VC(C + 2vi) (28) 

где знак «плюс» соответствует первому и второму, а знак «минус» — 
третьему и четвертому случаям из (25). Отсюда сразу же можно сде-
лать вывод, что при значении константы С(2)=2 все четыре случая (25) 
соответствуют вакуумным космологическим моделям без внешней пы-
левидной материи. 

Беря значение C(D=8/3 ДЛЯ третьего и четвертого случаев из (25), 
для плотности пыли из (28) находим отрицательное значение, что фи-
зически неприемлемо. Д л я первого и второго случаев получается поло-
жительная плотность материи: 

ц=16/3х&2 . (29) 

При этом первый случай соответствует расширяющейся вселенной: 

16 ехр {— 4x0/1^3} 
3 x C i 

(30) 

Ь = У С Х ехр У = V С 3 е х р J - ^ j , ц 

•в. второй случай — сжимающейся вселенной: 

16 ехр {4*о/УЗ} b = Y C 2 e x p J— - J , ф = | / С 4 е х р | 
3 х С 2 

(31) 

Имея в виду экспериментальные данные о расширении реального 
мира, следует остановиться на первом случае, т. е. на решении (30). 
Учитывая (10) и (15), для этого решения находим 

а = % - • / Q C j e x p {*>/УЩ, <p = YC~a ехр {х°/]/3},. я|> = С6, (32) 

где С5 — некоторая константа. Очевидно, что л:0 не является физиче-
с к и м временем, а представляет собой лишь некий параметр эволюции, 
•Физическое время т находится из а(х°) следующим образом: 

т = J а (х°) dx -- УЩ]С~г ехр { х ° / / 3 } + С6, (33) 

где С6 — константа интегрирования, которую положим равной нулю. 
"Подставляя (33) в (32), находим 

а = х/УЗ. (34) 

Интересно сравнить полученную 6-мерную космологическую мо-
дель с аналогичными космологическими моделями в 5-мерной теории 
Калуцы—Клейна. В работах [5, 6] было показано, что там также по-
лучаются два типа решений, соответствующих C(d и С(2>. Значению 
С\2) также соответствуют вакуумные космологические, как открытая, 
•так и закрытая, модели. Решения с негеометрическим пылевидным ве-
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ществом можно получить из уравнений (11) — (13), в которых полагает-
ся | = 0 : 

.Г| = х ц — , (35) 
6ф 3 

ь 2 I I ф I 
I. ' 7 Г + Т 1 + — - f - t b bz ф 6ф 

+ ^ - = 0 , (36) 

- f + 4 = 0. (37> 

Из последнего уравнения сразу же находим Ь(х°) для открытой моде-
ли (г |=—1): 

Ь = СХ ехр {х0} + С2 ехр {—х0}. (38> 

Далее из уравнения (36) легко находится Ф(Л:°), а из (35)" — плот-
ность пылевидного вещества: 

^ З С з е х р { - 3 , о } ( 3 9 > 

%с\ (С4 — С3ехр {—л:0}) 

Для случая Ci¥=0, С 2 = 0 получаем эволюцию расширяющейся открытой 
модели: 

e = frezp^) - , т = С1 
Q — С3 ехр {— х0} Ci с; •ч 

(40) 

где С1, С2, С3 и С а — некоторые константы. 
Наконец, напомним, что в 4-мерной общей теории относительности 

аналогом полученного здесь решения является открытая однородная 
изотропная космологическая модель Фридмана, эволюция которой в па-
раметрической форме записывается в виде 

а = а 0(ch^°—1), T = a 0 ( s h x ° — ( 4 1 ) 

Д л я больших х формулы (34), (40) и (41) качественно соответствуют 
друг другу, однако в 6-мерной теории масштабный фактор растет в 
УЗ раз медленнее, чем во фридмановской модели. 
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