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МИНИМАЛЬНЫЙ КОЭФФИЦИЕНТ ШУМА 
ТВЕРДОТЕЛЬНЫХ ГРАВИТАЦИОННЫХ АНТЕНН 

А. В. Гусев, А. В. Цыганов 
(ГАИШ) 

На основе теории электромеханических преобразований рассчитан минимальный 
коэффициент шума твердотельной гравитационной антенны с произвольным датчиком 
перемещений для реалистической модели внешнего воздействия. Обсуждается физи-
чески реализуемый алгоритм обработки выходного сигнала. 

1. Анализу шумов и расчету пороговой чувствительности твердо-
тельных гравитационных антенн (ГА) с различными вариантами элект-
ромеханических преобразователей (ЭМП) посвящена обширная лите-
ратура; современное состояние проблемы достаточно полно отраже-
но в [1]. 

Общие методы исследования флуктуаций в экспериментах с проб-
ными телами на основе теории линейных систем разработаны в моно-
графии [2]. При таком подходе ЭМП рассматривается как линейный 
(для слабого сигнала) четырехполюсник с постоянными параметрами 
[3, 4]. К подобному классу ЭМП относятся пьезо- и электростатиче-
ские преобразователи i[5], туннельный датчик перемещений [6] и т. д. 

Результаты [2] могут быть использованы и для ГА с параметри-
ческими ЭМП типа модулятор—демодулятор при переходе к так на-
зываемому низкочастотному эквиваленту. 

Цель работы: расчет минимального коэффициента шума ГА с ши-
рокополосным ЭМП для полезного сигнала F(t) с конечной длитель-
ностью т, а также синтез оптимального устройства обработки выход-
ного сигнала ГА при известных первичных шумовых параметрах ЭМП 
и оконечного предусилителя как измерителя координаты [2]. 

Полученные результаты Позволяют обобщить развитый в [2] ал-
горитм расчета амплитуды порогового сигнала [^о(т)]шь для более-
сложных измерительных систем, а оптимальные методы обработки по-
лезной информации дают возможность улучшить чувствительность уже 
существующих экспериментальных установок. 

2. Для исследования физических процессов в системе ГА + ЭМП 
целесообразно воспользоваться принципом электромеханических ана-
логий [5J: 

[pM + H + Klp]U=F, U =рХ, 

[JpL + R + (pC)-l]I = V, I = pq, 

44-



где М, Н и К — масса, коэффициент трения и жесткость механиче-
ской цепи; p=d\dt\ F, U к X — механические величины: сила, скорость 
и смещение; L, R и С — индуктивность, сопротивление и емкость элек-
трического аналога; V, I и q — напряжение, ток и заряд соответст-
венно. 

Эквивалентная схема твердотельной ГА с ЭМП как линейным че-
тырехполюсником с постоянными параметрами (см. выше) приведена 
на рис. 1, где использованы следующие обозначения: Zs(p)=pL + R + 

Рис. 1 

4 - ( р С ) - 1 — импеданс ГА; [Zik(p)\ — матрица Z-параметров ЭМП [3], 
описываемого уравнениями движения 

Vi ~ Zyilj -j- Z l 2 /2 V2 = Z2lIх -f- Z22/2; 

6 (t)=ES0(t) cos [оst+q>o) — полезный сигнал; S 0 ( 0 = 1 при 0 < / < т и 
S0(t)= 0 для t<О и t>т, ф0 — неизвестная начальная фаза; У ( р ) —• 
входная проводимость предусилителя напряжения; V2 — результирую-
щий сигнал на его входе. 

Источники флуктуаций в системе: 1) ец — тепловые шумы сопро-
тивления R; 2) eh2 — ланжевеновские источники шумов ЭМП как че-
тырехполюсника [4]; 3) еа, ia — сторонние флуктуации предусилителя 
без внутренней обратной связи. 

Энергетические спектры этих шумов предполагаются известными. 
Пренебрегая входной проводимостью Y в рабочем диапазоне fgtt 

~ 1 0 3 Гц, получим для схемы, представленной на рис. 1, 

Zo(P)h = $ + eR + ex—Zl2(p)ia, ^ 
V'2 = Z2 l (р)1г + Z22 (p) ia + ea—e2, 

где Z 0 ( p ) = Z s ( p ) + Z n ( p ) . 
Система уравнений (1) позволяет перейти к упрощенной схеме, 

представленной на рис. 2 и эквивалентной исходной (рис. 1) по чув-

Рис. 2 

ствительности. Здесь 

efi = ej—Zn(p)ia, if2 = Z2l
l {p)[Z22(p)ia + ea— e2\. (2) 

Результирующий ток 

I=h + if2 
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с в я з а н с напряжением на входе предусилителя соотношением 
V2>=Z2l{p)I. 
Энергетические спектры ланжевеновских источников (2) опреде-

. ляют первичные шумовые параметры [4] системы регистрации колеба-
н и й на заданной частоте со>0: 

^ (со) = < | I2) = N'e + |Zl2(/co) j2 ( | г а ш | 2 ) , = = 

== N'i + IZ21 (/со) r2[\z22 (/со) | 2 ( K a J 2 ) + ( K J 2 ) ] . Nei (/со) = 

= (eflJf2w) = N'ei — [Z22 (/©) I £a i (/«)]* ^12 (/©) (\iaj2), (3) 
где Ne') N / и Net — первичные шумовые параметры ЭМП как четы-
рехполюсника; < > — статистический оператор. 

Анализ (3) показывает, что при взаимном ЭМП (Zi2{p)=Z21{p)) 
сторонние источники e/j и if2 коррелированы даже в том случае, когда 
Ne/oo <е1ше2ш*>=0. 

3. Д л я упрощенной эквивалентной схемы на рис. 2 находим 

Z0(p)I(t)=g(t) + en(t)==U(t), (4) 

где en=eJi + efl + efi + Z0(p)if2. 
В одночастотном режиме, для которого 

Z0 (р) = pL0 + R0 + (рСо)-1 = L0 (р + 2б0 + соо2/>), 

решение уравнения (4) будем искать в виде квазигармонического ко-
лебания с частотой вынуждающей силы cos~co0. Тогда при широкопо-
лосном ЭМП имеем 

V'-L ^ A cos (со J + ®0) — В sin fat + #0) • 

Квадратурные компоненты А и В могут быть найдены и» следую-
щей системы укороченных уравнений: 

рА — AS ~ а £ / х , АА + рВ-~а(/я, (5) 

где A=cos—со0 — возможная расстройка; jZ2l (/со0) |(2L0)_1—масштабный 
коэффициент; =s= argZ 2 l (/со0); U\,2 (t) = ± 2 ( (V (t) (cos co^, sin (dst))), 
(( )) — символическая запись усреднения по периоду вынужденных коле-
баний т3=2я/со8 . 

Энергетические спектры шумов в квадратурных компонентах 
£/1,2(0 определяются формулами 

5 , (со) = S2 (со) = S (со) = {| Una [/ (cos + со)] 12> + < | Unw [/ (ю. - со)]2) = 

= 8L2
0Ni (82 + £2 + СО2); S l 2 (/со) = / {( | Una [/ (cos-co)] j2) -

- < | £ / n c o [ / K + CO)]|2)} =*= 1 6 ( 6 ) 
Здесь 

jV, = jV,(co0); 6 2 = 6 * + ( 6 0 + 8е)2; (7) 

где 6d = ( 2 L 0 ^ r 1 [ [ № + ^ ) A / ~ | ^ | 2 ] « = a , s ] 1 / 2 , ^ = 8 е , т = 
= (2L0Ni)~l [ReNei, Im N ^ ] ^ . 

Анализ (6) показывает, что при %¥=0 шумы в квадратурных ком-
понентах оказываются коррелированными в несовпадающие моменты 
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времени. Поэтому для синтеза оптимального приемника необходимо 
использовать общие методы обработки полезной информации в мно-
гоканальных системах с коррелированными шумами [7]. 

4. Можно показать [7], что оптимальный приемник при детерми-
нированном сигнале (<ро=0) состоит из двух, последовательно соеди-
ненных звеньев. Первое звено — это инверсный двухканальный 
фильтр, структура которого определяется системой уравнений (5). 
Второе звено представляет собой оптимальное устройство для обра-
ботки низкочастотных колебаний Uu2, формирующее функционал [7]: 

00 
Н=к0 £ 5 Ut(Ort(f)dt, (8) 

£ = 1 , 2 —оо 

где Ко — произвольный множитель, а спектры весовых функций п(£) 
определяются формулами 

г<0 1 , 2 = 5 0 и [S (со), -Sl2 (/co)]/[S2 (ш) — Im2 S l 2 (/©)]. (9)' 

Корреляционный приемник, структура которого определяется вы-
ражением (8), можно заменить пассивной двухканальной схемой, им- ' 
пульсные характеристики линейных фильтров в обоих каналах кото-
рой HXt2(t)=Kar\,2(to—t), где to — момент наблюдения. 

Тогда, принимая во внимание формулы (5), (8) и (9), находим 
фурье-спектр выходного сигнала оптимального двухканального фильт-
ра: 

Нт = к0 ехр {—ja>tQ} £ UaC г *t=К0 [ 1 — ехр { — /сот} х 
1 = 1 , 2 

X ехр {~fco (t0-г)} [S2 ( co ) - Im 2 S l 2 (fa)J"1 (г]аа)Аш + r]bu)BJ]. (10) 

В (10) использованы следующие обозначения: 

— A(/co)_1S l2(/co), ^ ^ 

т1&со='Пйш (/«) = А (/©Г1 5 (со) + Sl2 (/to). 

Соотношения (10), (11) определяют оптимальный алгоритм обра-
ботки квадратурных компонент А, В выходного напряжения ГА при 
детерминированном воздействии (ф 0 =0) . Физическая осуществимость 
алгоритма обеспечивается выбором необходимой задержки Со-

отношение сигнал/шум р при оптимальном приемнике (10) опре-
деляется формулой [7] 

оо 

р = С2п)-1Е2 j | S 0 J 2 S H / [ S 2 ( c o ) ~ I m 2 S l 2 ( / « ) ] = P o r 1 , (12) 
—оо 

где po=(Eh/2)Np> — отношение сигнал/шум при идеальной системе ре-
гистрации; f — коэффициент шума ЭМП: 

/=4Lo (Ni/Nf.)(o0 (б 2 - f | 2 ) бту (бт, g). (13) 

Здесь 

•у (х, ® = [х+ (б2 + g2)-1 (б 2-£») [ехр { - х ) cos t x - l ] -

— 2|б(ба + | 2 ) - 1 sin|T], (14) 

Формулы (13), (14) позволяют определить отношение сигнал/шум 
(12) для ГА при известных первичных шумовых параметрах ЭМП и 
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предусилителя (4) и полезном сигнале с конечной длительностью т и 
возможной расстройкой А=юо—©s. 

В частном случае при приеме ультракоротких импульсов т-^0 с 
равномерным спектром и 

р ^ (2/xrlE[L0(NeNi-\miNl2)„J"1'2, 

что совпадает с результатом, приведенным в (2]. 
5. Анализ основной формулы (13) показывает, что при заданной 

длительности внешнего воздействия т коэффициент шума f достигает 
минимальной величины при оптимальной расстройке A0pt=6m. Тогда 
| = 0 (см. (6), (7)) и, следовательно, 

fmin=4L2
0 (Nt/NR) б2х [ехр { - х} + х-1 Г ' , (15) 

где х—бт. 
Но при | = 0 5 (со) Do (со2 + б2), S1 2(tco)=0. Поэтому при оптималь-

ной расстройке алгоритм обработки (10) значительно упрощается 
( ф о = 0 ) : 

Я о р и = [1 - ехр { - / < £ } ] ^opt о®) Исо + <5т (/со)-' BJ. (16) 
Здесь 

/CoPt (/о))== Ко .. 1 [ . * ехр {/ю(/0 —т)}1 . (17) 
(;со + 6) [ /со+ 8 

Оптимальный линейный фильтр (17) может быть реализован в ви-
де последовательно соединенных физически осуществимого обеляюще-
го фильтра [8] и в общем случае физически неосуществимого фильтра, 
согласованного с выходным сигналом первого звена. Однако при 
6 {t0—т)^>1 использование физически реализуемого согласованного 
фильтра с импульсной характеристикой 

h (t) Do ехр {б£}, 0<t<to (18) 

не приводит к заметному ухудшению помехоустойчивости приема. Ес-
тественно, что практическая реализация линейного устройства с им-
пульсной характеристикой (18) представляет собой достаточно слож-
ную техническую задачу. 

Д л я обнаружения квазидетерминированного сигнала с неизвест-
ной начальной фазой оптимальный приемник должен содержать допол-
нительный канал, соответствующий ф0=л;/2 и формирующий величину 
(см. ( 1 6 ) ) 

tfopt,2 = Ко [1 - е х р {—/сот}] tfopt (/со) [ 5 ш - б П 1 (/со)-1 Аа]. (19) 

Блок-схема подобного оптимального устройства приведена на 
рис. 3, где использованы следующие обозначения: «ЛЗ» — линия за-
держки, время задержки т « К В » — нелинейные безынерционные 
элементы с квадратичной вольт-амперной характеристикой I=aV2 

(а — масштабный коэффициент). 
6. Квазиоптимальный алгоритм обработки сигнала в эксперимен-

те [1] получается из (16), (19) при бо т=0. Таким образом, при квази-
оптимальной фильтрации не используется возможность увеличения от-
ношения сигнал/шум за счет взаимной корреляции шумов в низкочас-
тотных колебаниях Uh2{t) в несовпадающие моменты времени. Выиг-
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рыш в величине отношения сигнал/шум при оптимальных алгоритмах 
(16), (19) по сравнению с квазиоптимальным определяется формулой 
(см. (13)) 

Рис. 3 

< 7 = ( W / ( 8 < £ 0>// (6Х, 0), (20) 

где 6 | = 6 a + 6L 
В двух предельных ситуациях 6т<8*т<С1 и 6 * т > 6 т 0 1 коэффици-

ент q приблизительно равен 

+ ( W ] I / 2 , 92 = [l + ( S m / W . 

Основные результаты 

При заданных первичных шумовых параметрах широкополосногсг 
ЭМП и предусилителя напряжения как измерителя координаты рассчи-
тан минимальный коэффициент шума системы регистрации для полез-
ного сигнала с конечной длительностью т при возможном несовпадении 
частоты внешнего воздействия cos и резонансной частоты юо вход-
ной цепи. 

Разработан оптимальный алгоритм обработки полезной информа-
ции для ГА с широкополосным ЭМП, учитывающий взаимную корре-
ляцию шумов в квадратурных компонентах выходного сигнала ГА в не-
совпадающие моменты времени. 

П р и м е р . В режиме непрерывного слежения определенными 
преимуществами обладают пассивные пьезопреобразователи [1, 9], для 
которых 

2ц (P)=Z21 (р) =Ке1Х (рСГ\ Z22 (p) = (pCt)-\ 

где Kev. — коэффициент электромеханической связи, Ct — емкость 
преобразователя в отсутствие перемещений. Первичные шумовые пара-
метры пьезопреобразователя N / , Ы{у Nei определены в [9]. Тогда,, 
принимая во внимание >(4), имеем 

Ne-N'e = K2eA^Ct)2 {\iaJZU, Nt —N'i — (C00Cf)2 Ken [(®<A)2 X 

x < K a J 2 ) + ( k < m | 2 ) W Nei = (W(\ia<£l\2)-
Поэтому для подобного ЭМП 

6m = [2L0Ni К ) <D0Ct)-1 (| ia J ф 0, 8e = 0. 

Следовательно, для твердотельных ГА с ЭМП на основе пьезозф-
фекта применение оптимального алгоритма обработки выходного сиг-
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нала (см. рис. 3) позволяет улучшить чувствительность ГА. Фактор 
выигрыша можно оценить для характерной длительности 1 с по 
«формуле (20). 
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ОПТИКА И СПЕКТРОСКОПИЯ 

УДК 535.312 

О СВЯЗИ АМПЛИТУДЫ И ФАЗЫ КОЭФФИЦИЕНТА ОТРАЖЕНИЯ 
СЛОИСТОЙ СРЕДЫ 

А. В. Тихонравов, И. В. Зуев 
(кафедра математики) 

Рассмотрены вопросы корректности применения соотношений Крамерса—Кронига 
для однозначного восстановления амплитудного коэффициента отражения слоистой 
среды по энергетическому. Приведены примеры неединственности решения. Получены 
условия, необходимые для существования взаимно-однозначной связи амплитуды и 
фазы амплитудного коэффициента отражения (условия однозначного восстановления 
амплитудного коэффициента по энергетическому). 

Введение 

Зависимость коэффициента отражения от частоты (длины волны) 
падающего излучения является важной физической характеристикой 
поверхностей, тонких пленок и покрытий. На измерении этой зависи-
мости основаны многие методы определения и исследования парамет-
ров этих объектов. В общем случае амплитудный коэффициент отра-
жения г (со) содержит в себе больше информации об исследуемом объ-
екте, чем энергетический коэффициент отражения R(со). Однако изме-
ряемой в эксперименте величиной является вторая зависимость. 

Амплитудный и энергетический коэффициенты отражения связаны 
соотношением 

г (со) = (i? (со))1/2 • ехр {мр (w)}, 

где ф (со) — фазовый сдвиг при отражении, который в дальнейшем для 
кратности будем называть просто фазой коэффициента отражения. 
В ряде случаев существует взаимно-однозначная связь между Я(а>) 
ц.ф((й). Зависимости, устанавливающие такого рода связь, принято на-
зывать соотношениями Крамерса—Кронига. Соотношения Крамерса— 

5р. 


