
Сделаем некоторые окончательные замечания. Как показывают 
результаты пп. 1 и 2, выделенные в п. 3 классы структур, для которых 
могут быть получены соотношения Крамерса—Кронига, вряд ли мо-
гут быть существенно расширены. Условия на гладкость функции n(z) 
являются существенными для получения выписанных выше соотноше-
ний. Любые разрывы показателя преломления приведут к изменению 
асимптотики амплитудного коэффициента отражения и соответствен-
но к изменению выписанных соотношений Крамерса—Кронига. 
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ВНУТРИРЕЗОНАТОРНАЯ ГЕНЕРАЦИЯ ВТОРОЙ ГАРМОНИКИ 
В ЛАЗЕРАХ С АНИЗОТРОПНЫМИ РЕЗОНАТОРАМИ 

О. Е. Наний, М. Р. Палеев 
Скафедра оптики и спектроскопии) 

Построена теоретическая модель, описывающая генерацию твердотельных лазе-
ров с внутрирезонаторным преобразованием излучения во вторую гармонику в кри-
сталлах с волновым синхронизмом II типа. Исследованы области существования ста-
ционарных и нестационарных режимов генерации. 

Введение 

Современные достижения в области разработки малогабаритных 
твердотельных лазеров с торцевой накачкой полупроводниковыми ла-
зерами привели к появлению нового поколения миниатюрных твердо-
тельных лазеров ближнего ИК-диапазона с узкой линией излучения, 
высоким КПД, хорошей технологичностью' и надежностью {1—4]. Пре-
образование излучения таких лазеров в видимый диапазон путем ге-
нерации второй гармоники в нелинейных кристаллах существенно рас-
ширяет области практического применения твердотельных лазеров. 
Наибольшие мощность и КПД преобразования излучения непрерыв-
ных твердотельных лазеров с полупроводниковой накачкой в видимый 
диапазон достигаюся при внутрирезонаторной генерации второй гар-
моники (ВРГВГ) [5—7]. 
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Однако временная зависимость выходной мощности твердотельных 
лазеров в многомодовых режимах ВРГВГ имеет вид глубоких хаотиче-
ских пульсаций, что получило даже наименование «зеленой пробле-
мы» [8]. Теоретический анализ, проведенный в работах [6, 9], показал, 
что причиной возникновения динамического хаоса является конкурент-
ное взаимодействие мод при генерации суммарных частот в нелиней-
ном кристалле. При этом число генерируемых мод должно быть не 
меньше трех. В работах [10, 11] обращено внимание на то, что хаоти-
ческие колебания возникают при неэквидистантном расположении мод, 
в то время как при эквидистантном расположении мод существен учет 
их комбинационного взаимодействия, которое при определенных усло-
виях вызывает синхронизацию мод и способствует стабилизации ре-
жима генерации [10]. В работах (12, 13] отмечалось, что ВРГВГ спо-
собствует стабилизации двунаправленных режимов генерации в твер-
дотельных кольцевых лазерах в тех случаях, когда устраняется про-
странственно неоднородное выжигание инверсной населенности актив-
ной среды. 

Анализ, проведенный в указанных выше работах, не учитывал век-
торный характер световых волн и, строго говоря, применим для ВРГВГ 
с использованием кристаллов, в которых осуществляется волновой 
синхронизм I типа, а поляризации всех мод линейные коллинеарные. 
В то же время в экспериментах широкое распространение получил вы-
сокоэффективный нелинейный кристалл КТР, в котором имеет место 
волновой синхронизм II типа. При описании ВРГВГ с использованием 
кристаллов КТР учет поляризации обязателен. В настоящее время нам 
известна только одна работа, в которой проанализировано влияние 
свойств резонатора на характеристики таких лазеров [9]. Однако часть 
из упрощающих предположений статьи [9], как правило, не выполняет-
ся в эксперименте. В частности, это касается предположения о том, 
что при взаимодействии мод разных поляризаций потери на ВРГВГ 
оказываются такими же, как и при взаимодействии мод одной поля-
ризации. Кроме того, ранее не учитывалось неравенство коэффициен-
тов кросс-насыщения мод разных поляризаций. 

Целью настоящей работы является построение теоретической мо-
дели, адекватно описывающей генерацию твердотельных лазеров с 
ВРГВГ при волновом синхронизме II типа и анализ важнейшего с 
практической точки зрения класса резонаторов, в которых помимо не-
линейного кристалла содержится четвертьволновая пластинка, обес-
печивающая стабилизацию режима генерации. Исследованы области 
существования одно-, дву-, трех- и четырехчастотных режимов. Пока-
зано, что хаотические режимы генерации в исследуемом типе лазеров 
могут быть получены даже при малых превышениях накачки над по-
рогом. 

Система уравнений 

Согласно [9] в резонаторе лазера, содержащего четвертьволновую 
пластинку, кристалл КТР и изотропный активный элемент, могут су-
ществовать моды двух поляризаций: 

Е (соi) = Ег ехр 1 ; i = 0, 1 . 

Здесь Еи ^—комплексные амплитуды и частоты мод; В0 = cos 2ср х 
X cos S-f (cos2 2ф • cos2 5-j: sin2 2ф,)1/2; C0 ==• sin 29; Bx = (cos 2ф • cos; 8 — 
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— (cos2 2ф • cos2 б -f- sin2 2ф)1 /2}/sin 2ф; Сг = 1; ф—угол между «необыкно-
венной» осью кристалла КТР и «быстрой» осью четвертьволновой пла-
стинки; б — разность набега фаз «обыкновенной» и «необыкновенной» 
волн основной частоты за один проход кристалла КТР. 

Мы будем полагать, что в лазере могут существовать по две мо-
ды каждой поляризации: 

E(u\k )) = E\k) ехр Вг 

A J 
i, k = 0, 1. 

Положим, что нумерация мод одной поляризации (k) не связана 
с аналогичной нумерацией мод- другой поляризации: безразлично, ка-
кой из мод данной поляризации приписать индекс &=0, а какой 
Аналогично тому, как это делалось в [9], можем получить выражения 
для интенсивности сигнала второй гармоники: 

Ish = (P - Р*> + W W ) , 

i,k i,k i,k,K 

i, k, К = 0, 1; ia= 1—i\ ka — 1—k. 

Здесь j \ k ) = E ^ E ^ * ; deff—эффективный коэффициент преобразования во 
вторую гармонику в КТР; g = 4B\C\l{B\ + C \ f . 

С учетом выражения для 7Sh уравнения для / t
(fe) приобретают вид 

dJ<*> 
-/Р —ocik)— —2geJfa) — 2(1 

k 
(О 

i, k, К — 0, 1; t a = l — & a = l — k . 

Здесь N{k)— коэффициент усиления активной средой k-й моды i-й по-
ляризации; — линейные потери этой моды (за проход); %с — 
время обхода резонатора; x = deff/(4e0eD2); D— характерный для кри-
сталла КТР атомный размер. 

Потери, обусловленные взаимодействием с модами другой поляри-
зации (последний член), существенно отличаются от потерь, обуслов-
ленных взаимодействием с модами той же поляризации (предпослед-
ний член). Это обстоятельство никак не отражено в уравнениях, по-
лученных в [9], где считалось, что взаимодействие со всеми модами 
описывается членом, аналогичным последнему члену формулы (1). 

Обратим внимание, что при g = l (ф=л/4) связь мод одной поля-
ризации оказывается наиболее сильной, а моды разных поляризаций 
оказываются не связанными; при g = 0 (ф=я/2) имеет место обратная 
ситуация. 

Уравнения (1) необходимо дополнить уравнениями для N\k): 

X F = [L + . / ) * > ] ; i, k = 0, 1. ( 2 ) 

},K 

Здесь N°i{k)— коэффициент усиления слабого сигнала (ненасыщенный 
коэффициент усиления) k-и моды i-й поляризации; тf — время про-
дольной релаксации активной среды; — коэффициенты кросс-на-
сыщения (и самонасыщения — при i=j, K=k). 
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Система (1), (2) совпадает с системой, полученной в [9], только 
при k=0 , т. е. в случае двух мод (по одной моде каждой поляризации). 

После обезразмеривания система (1), (2) запишется в виде 

= l\k) [G[k)- a f ) - gel\k) - 2gel(ika) -2(\-g)e (/g> + ) ], (3) 

ат 

d% Здесь 
I f = j f ) № - G f ^ N ^ J L - Gfk) = Nfk)2L 

= GT-Gf [ 1 + 2 & { ; K K ) ] , i,k, и к=о, 1. (4) 
l.K 

•tfi 

aSV=af) JL-, 1); т = . 
РЙ ' Tc РЙ Tc 

В дальнейшем мы будем стараться опускать один из индексов, где 
это возможно, чтобы не загромождать запись; естественно, это будет 
оговариваться. Анализ системы (3), (4) начнем со случая генерации 
одной моды. 

1. О д н о м о д о в ы й р е ж и м. Зафиксируем i и k\ рассмотрим ре-
жим, при котором № ф 0, а 1{К) — 0, если j¥=i или K^k. 

Из (3) и (4) легко найти, что 

/ i f e )= ^ \(\+a?)lgeY + (GT)-a?))lge-±(\+ap/ge). 

Очевидно, одномодовый режим может существовать при G\(h) > 
l">a\k). Анализ системы (3), (4) на устойчивость по Ляпунову пока-
зал, что одномодовый режим устойчив к возникновению других мод, 
если 

QO (ka) 

i + 
qO(K) 

- 2 g B / | * ) - a | f a ) < 0 , 

— 2(1 —g) e l i k ) — < C 0. 

Здесь и далее ia— 1—i; ka= 1—k. 
2. Д в у х м о д о в ы й р е ж и м . Очевидно, генерируемые моды мо-

гут иметь как одинаковые, так и различные поляризации. Соответст-
венно рассмотрим два случая. 

а) Моды одной поляризации. Пусть /t-fe) =£0; Icka) Ф0; = 0 , 
К = 0 , 1. Условимся считать потери и усиление нулевого сигнала одина-

жовыми для генерирующих мод: af> = а р ° ) = а г ; G-(fe) = G?(fea) = G°. 
Рассматриваемый двухмодовый режим может существовать при 

и 
/ ( f e ) = / ( f e a ) = = / _ = 

= [at/ge + m + Р)] 2 + 12 (G°—a t)l(ge(\ + P ) ) — — 3 / ( 1 + P ) . 

Здесь введено обозначение P — — коэффициент кросс-насы-
:щения генерируемых мод. 
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Условия устойчивости такого двухмодового режима к возникнове-
нию новых мод имеют вид 

- 4 ( 1 — — a W < 0 . 1. 
1 + + h 

Условие устойчивости рассматриваемого режима к затуханию ге-
нерируемых мод имеет вид 

hge < 1 + (1 + р) U < (ajge + 3/*) (1 - р). 

б) Моды разных поляризаций. Будем для определенности считать 
номера мод (верхние индексы) одинаковыми. 

Пусть l[k) Ф 0; ifa ф 0; /}* а )=0, i = 0, 1. Условимся считать a[k) = 
^ a f ^ a ^ G T ^ G T ^ G l 

Выпишем условия существования рассматриваемого режима: 

Gl > ak, 
T(k)_r(k)_r 
Ц —*ia —Jk — 

= e] + 1/(1 + P0]2 + 4 {Gl—aft)/(2—g) e (1 + px) -

где §х==Ь\а*—коэффициент кросс-насыщения генерируемых мод. 
Теперь условие устойчивости к возникновению новых мод (с ин-

дексами /, &а) имеет вид 
QO(ftfl) 

' -2e/ f e —aj t e ><0, / = 0 , 1 . 

Условия устойчивости к затуханию генерируемых мод имеют вид 

2 1 + (1 + рх) 4 
3 3e/fe 

2 (2 -G)G/ F T ) (1 — PI) 

3 3e(l + (l + Pi)/ft) 

3. Т р е х м о д о в ы й р е ж и м . Из трех генерируемых мод, естест-
венно, две будут иметь одинаковые поляризации: 1(к)ф 0; 1\ка)ф0; ф 
ф 0; 0. 

Будем, как и при рассмотрении двухмодового режима в п. 2 (а), счи-
тать G f k ) = G T a ) = Gl а ^ 

Обозначим G^{
a
k) = G°a\ аи? =аа\ 1\к) = 1а-

Введем рх = ЪТ,'к, К — 0, 1. Введенные обозначения коэффициентов 
кросс-насыщения поясняет «карта» коэффициентов кросс-насыщения (рис. 1). 

Тогда имеем 1(к) — l f a ) —1г. Для удобства записи обозначим —1а. 
Для I a имеем систему 

G°i — [ai + 3gel, + 2 (1 - g) ela] [ 1 + (1 + P) h + Ш = 0, 

Gl-K+gela + 4 (1 - g ) еЦ [1 + / в + 2рх/г] = 0 . 
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При численном решении полученной системы мы использовали 
комбинацию методов итераций и наискорейшего спуска. 

.*"£. ка. 

La.,к 
Рис. 1 

Л in, ка. 

Рис. 2 

В качестве начальных значений 1а и h выбирались их значения 
при близких р, р ь g и е, вычисленные ранее. При малых е в качестве 
начальных значений 1а и /; выбирались их значения в отсутствие 
ВРГВГ (е=0) : 

/(0) = (Gg/ai — 1) — Pi (0£/Дд — 1) 
1 + Р - 2 Р ? 

(<?>„ - 1) (1 + р) - 2рх (CPjat- 1) И 0 ) _ *а — 

1 + Р - 2 Р ? 

Условия устойчивости трехмодового режима к возникновению чет-
вертой моды (1\аа)) имеют вид 

G0 (ka) 
-4{\-g)eIi-2geIa-a(&a) < 0 . 

Условия устойчивости исследуемого режима к затуханию генерируе-
мых мод имеют вид 

G• G 
^<-^-<-^-(1—р), с0>0, с8с8—cj>0, (с3с2 — cOci—cfc0>0, 

где 

— + 2>geIi
J\-2 (1— g)ela (стационарное значение Gp и G-ka}); 

Ga = a a + ^ e / a - f 4 ( l — ( с т а ц и о н а р н о е значение G^) ; 

С0 — IJ а 

- ( 2 ( 1 + 2 О Д 

б? 
С1 = I а ( %geh + 

G°a ) 

( G° \ / G° 
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/ G? G° 1 
2 ( 1 - ^ ) ^ - ^ - + - ^ ] + (Grt+GO pt J; 

= (gela ^ + GaIa) + 3geh +/ A (1 + P) + 

( ( G° \ 

+ (3geh + -g- ) (ge/a + -£ j-SIA (1 

c^GbGt + Gl/Ga+ge (Ia + 3h). 
4. Ч е т ы р е х м о д о в ы й р е ж и м . Условимся обозначать коэф-

фициенты кросс-насыщения согласно рис. 2. Будем считать G?<*>=<#<*>-G?; а1к} = a\ka) = a-, GT = gT} = G°; 
а\а)=<а)=аа-

Тогда Iik) = llka) = h\ ifa — Iiaa) = / a ; h , Iа являются решениями системы? 

GQi-[at + 3geh + 4 (1 - g ) ela] [1 + (1 + p) h + 2px/a] = 0, 
G 2 - f e a + 3*e /«+4 (1 - g ) e l . ] [1 + ( 1 + &) / a + 2 M , ] = 0 . 

При численных расчетах h и I a вычислялись так же, как и в слу-
чае трехмодовой генерации; при малых е в качестве начальных значе-
ний выбирались I г И ia при е=0 : 

7(0) = J ^ / f l i - 1) (1 + Ре) - 2Pi (G>a - 1) 

( 1 + Р ) ( 1 + Р а ) - 4 Р ? 

(G°Jaa- 1) (1 + Р) — (б°/а,-1) 

( 1 + Р ) ( 1 + Р а ) - 4 Р ? 

Условия устойчивости четырехмодового режима к возникновению 
пятой моды имеют вид 

G 0 ( 0 

fiO(J) 
ta 

1 + (b\'a,l + О U + + b?af) I a 

-4(1—g)e / a —4gel j—ai l ) < 0 ; 

•4(l—g)elt-4gela-aij)<0. 

Здесь 1=2, 3, ... 
Условия устойчивости четырехмодового режима к затуханию гене-

рируемых мод имеют вид 

G? г G . 

Gi & 
G° G 

geIa<-^-<— ( l - p e ) , Ga ge 
c0>0, 
C3C2 
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еде 
(са—СОС!— c § c 0 > 0 , 

Oi = ai-{-3geIi + 4(l-g)eIa-, 

Ga=aa + 3gela + 4(l-g)eli; 

Co = IJa + G, (1 + P)) Uge-§- + Ga( 1 + pa) 

G, 
4 (1 — § ) e + 2GjPi J ( 4 ( l — g ) e 

I G° \ I G° 
ci = 4 \3geli + J ^ge -JL + Ga (1 + pa) | + 

/ <t \ ( G? 
+h (3gre/a + J [Sge + Ge (1 + P) 

•Mila(l-g)e\2(\-g)e [2(1 -g)e{ 
Gl 
G; 

G°\ I 

c, = 3ge -SL + / f _JL ) + ад (1 + P) + 7aGa (1 + pa) + 

+ ( з ^ л + (зgel a + 1 6 / , / a ( 1 - я ) 2 e 2 ; 

c3—G°i/Gi + G°/Ga + 3ge (7a + /,). 

Численные расчеты 

По полученным выше формулам был проведен расчет областей 
устойчивости рассмотренных стационарных режимов. На рис. 3 пред-
ставлены результаты таких расчетов при a^h)=7200; Gt(fe>=103; i, k= 
= 0 , 1, p = p a = 0 , 7 , p i = 0 , 8 5 . 

В области с косой штриховкой ус-
тойчив стационарный режим генера-
ции двух мод одинаковых поляриза-
ций. В области с вертикальной штри-
ховкой устойчив стационарный четы-
рехмодовый режим. В оставшейся 
части рисунка не устойчив ни один из 
рассмотренных выше стационарных 
режимов. 

Численное решение системы (3), 
(4) методом Рунге—Кутта подтверди-

ло правильность результатов прове-
денного анализа. 

В области, расположенной над 
областью устойчивости двухмодового 
режима (g<0 ,57) , наблюдался двух-
модовый режим противофазной моду-
ляции интенсивностей волн. 

В области, расположенной над областью устойчивости стационар-
ного четырехмодового режима (g>0,57) наблюдался нестационарный 

0?Ч 0,6 0,8 1,0 д 

Рис. 3 
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режим генерации четырех мод. Характерный вид колебаний интенсив-
ностей мод в этом режиме при g=0,6, е=25 представлен на рис. 4V 
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Здесь показано поведение интен-
сивности одной моды (рис. 4, а),. 
суммы интенеивностей мод одной 
поляризации (рис. 4, б) и суммы 
интенсивностей всех мод (рис. 4, 
б ) . 

Обнаруженные нами неста-
ционарные колебания интенсив-
ностей, обусловленные нелиней-
ным взаимодействием в кристал-
ле КТР, могут наблюдаться даже 
при очень малых превышениях 
накачки над порогом. Однако, 
очевидно, варьируя g и (или) е, 
можно легко избавиться от неста-
ционарных колебаний и получить 
нужный стационарный режим ге-
нерации (е можно варьировать, 
например, меняя ориентацию 
кристалла КТР, a g — меняя <р). 

Рис. 4 

Заключение 

Проведенные аналитические и численные исследования влияния 
ВРГВГ на характер многомодовых режимов генерации в лазере с ани-
зотропным резонатором показали следующее. Генерация в нелиней-
ном кристалле суммарных частот в общем случае усиливает конкурен-
цию продольных мод лазера, что приводит к увеличению устойчиво-
сти одночастотных режимов генерации. При этом могут наблюдаться 
мультистабильные режимы. Бистабильность обязательно имеет место, 
если линейные потери и коэффициенты усиления нулевого сигнала оди-
наковы^ для всех мод. В частности, легко видеть, что в этом случае 
одновременно могут быть устойчивы одночастотные режимы с различ-
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ной поляризацией: Бистабильными являются и все двухмодовые ре-
жимы: область устойчивости режима генерации двух мод одной поля-
ризации совпадает с областью устойчивости режима генерации двух 
мод другой поляризации; область устойчивости режима генерации двух 
мод разных поляризаций с одинаковым продольным индексом (k) сов-
падает с областью устойчивости режима генерации двух мод разных 
поляризаций с другим продольным индексом (k + i). Легко видеть, что 
бистабильными являются и трехмодовые режимы. При наложении об-
ластей устойчивости режимов с различным количеством генерируемых 
мод (чаще всего двухмодовых и четырехмодовых) наблюдается муль-
тистабильность. Наибольшая область поляризационной бистабильно-
сти наблюдается, когда максимальна эффективность генерации сум-
марной частоты модами разных поляризаций (г/=0), а генерация сум-
марной частоты модами одной поляризации отсутствует (при этом от-
сутствует и генерация.удвоенной частоты от каждой отдельной моды). 
В этой области могут быть устойчивы двухмодовые режимы с совпа-
дающими поляризациями генерирующих мод. 

Установлено, что наименее устойчивым является трехмодовый ре-
жим генерации. 

При увеличении эффективности преобразования во вторую гармо-
нику устойчивые стационарные многомодовые режимы генерации пе-
реходят в нестационарные. При этом стационарные двухмодовые ре-
жимы генерации переходят в режим периодических переключений ге-
нерирующих мод, а стационарные четырехмодовые режимы переходят 
в режим пульсаций интенсивности излучения. 
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АКУСТИКА И МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА 

УДК 534.222 

НАБЛЮДЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ ЭВОЛЮЦИИ АКУСТИЧЕСКИХ 
ИМПУЛЬСОВ В ОТСУТСТВИЕ ДИФРАКЦИИ 

А. Н. Дубровский, О. А. Сапожников 
(кафедра акустики) 

Приводятся результаты экспериментов, в которых нелинейная эволюция акусти-
ческих импульсов наблюдалась в специально выбранных условиях, практически ис-
ключающих влияние дифракции. Для генерации акустических импульсов был исполь-
зован оптоакустический способ, который позволяет получать короткие мощные им-
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