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О НЕСТАЦИОНАРНОМ УПРАВЛЕНИИ ОХЛАЖДЕНИЕМ ПРИ ЗАКАЛКЕ 
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0. В. Скиданова, В. Б. Гласно 
(кафедра математики) 

Сформулирована и с помощью регуляризирующих' операторов апробирована 
математическим экспериментом обратная задача управления нестационарным режи-
мом поверхностного охлаждения стальных образцов на предмет получения слоя за-
данной твердости, переменной по глубине. Обсуждается вопрос о единственности ре-
шения задачи управления. 

1. Мето^ математического моделирования широко используется 
для решения задач управления технологическими процессами [1—3], 
позволяя раскрыть новые возможности целевой обработки деталей. 

В работе [3] рассматривалась задача об управлении охлаждением 
цилиндрических образцов ( 0 < r < R ) при поверхностной закалке и 
предполагалось, что поток охлаждающей жидкости не зависит от вре-
мени. В этом случае поток может быть охарактеризован единственным 
числом — постоянным коэффициентом теплообмена Н между поверх-
ностью материала и охлаждающей средой. Эффект охлаждения — по- : 
лучение мартенситной структуры в пределах слоя R — h < r < . R — харак-
теризуется при этом величиной скорости охлаждения v на нижней гра-
нице слоя (R—h). Значение f m i d = f c r определяет мартенситную струк-
туру в указанном слое и, следовательно, соответствующую твердость 
Т. Задача управления состояла в том, чтобы найти H=f(vCr,h) , и, как 
показано в [3], полученные оценки Н согласуются с эксперименталь-
ными данными [4]. 

В настоящей работе формулируется и решается задача о неста-
ционарном управлении аналогичным процессом ( # = # ( £ ) ) , позволяю-
щим получить «тонкую/ структуру» распределения vm id=vm id(r) вблизи 
поверхности, включающую зону перехода от твердого мартенситного 
слоя к мягкой сердцевине. Как и в ЕЗД, 

vmid = (u1—u2)/At, (1) 

где значения us, s= 1, 2, ограничивают критический интервал темпера-
тур, включающий точку минимума на термокинетической диаграмме 
(рис. 1) t—t(u), a —12[ , где ts определяется алгоритмически ре-
шением относительно t уравнения u(R—h,t)=u.s, левая часть которого 
определена при каждом h процедурой решения задачи, дополненной 
подпрограммой линейной интерполяции. 
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Обращение к термокинетической диаграмме для данной марки 
стали дозволяет идентифицировать величину yraid на данной глубине 
R—r с локальной твердостью Т (г), и эта функция может служить в 

свою очередь входной информацией для 
определения H(t). Такой вариант так-
же рассматривается нами в рамках ма-
тематического эксперимента. 

2. Задачи управления подобного ро-
да относятся к числу обратных задач 
математической физики [5, 6], и вопрос 
о корректности их математической по-
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ния. В однопараметрич-еской задаче 153 дело сводится к решению 
уравнения vmia(H) =vCT с непрерывной монотонной левой частью, так 
что существование, единственность и устойчивость решения не вызы-
вают сомнения. Иначе говоря, задача корректна по -Тихонову [7]. 

В рассматриваемом нами случае вопрос о существовании также 
решается в рамках концепции корректности по Тихонову. Пусть z== 
= H(t)^Z, где Z — класс допустимых управлений. Температурные 
поля при заданной функции //(if) определяются условиями краевой за-
дачи:' 

— (rk (и) — с (и) о (и) / 
г дг \ к ' дг w ' w dt . 

, ! ди 
U\t=Q = U0\ — -

дг 
- О , (2) 

г=О 

k (и)-^. v ' дг 
=H{fj{u-u{t)) 

г=Я 

где величина ymid(/*) дается формулой (1), и — решение задачи (2), а 
величина Т(г) получается в результате сопоставления температурного 
кголя (2) с С-образными кривыми [2] для данной марки стали (т. е. 
данных k, с, р). Обозначим через А совокупность указанных операций, 
определяющих w, равные либо Vxaid(r), либо Т(г). Множество этих w 
при различных H(t) обозначим W. При любом w из W обратная зада-
ча: Az=w — имеет решение, а, как будет видно, именно такой выбор 
используется в алгоритме решения. 

Для задач управления вопрос о единственности решения имеет 
скорее познавательное, нежели практическое значение, причем прием-
лемым является любое управление из класса допустимых. Представле-
ние же о том, можно ли рассчитывать на однозначность результата, 
мы получаем в рамках более простой, линейной математической мо-
дели для «плоского случая» с видоизмененным граничным условием: 

ди abJ*_ Q < r < l t 0<х</, 
dt 

и I о = " о (*); 
ди 
дх 

= 0; - k ^ -
*=.о дх — q (0; . (3) х=1 ср 



Назовем классом К множество аналитических на [0, Я функций 
q{t), соответствующих условию q(0) = — k u 0 ( l ) . 

Т е о р е м а . Заданной скорости охлаждения du(x,t)/dt=(p(x) мо-
жет соответствовать только одно решение q(t) Я) обратной за-
дачи из класса К. 

Справедливость этого утверждения вытекает из анализа явного 
представления температурного поля, полученного с помощью метода 
Фурье [8] после исключения q (t) из краевцх условий. 

Как можно убедиться, для данного значения t=t> 0 и 1] 

оо 

• П—1 
7 . • 

X J exp {—ап {t—т)} ц' (т) dx • cos (4). 
о 

где an=nnafl, и в Заданном классе q(t) ряд сходится равномерно по 
х, а его сумма есть линейный функционал от q(t) ( ^ [ 0 , Я). 

Допуская, что заданной ф(я) отвечают два различных потока: 
qs(т), s = l , 2 , для их разности Q(r) имеем однородное выражение — 
разложение нуля в тригонометрический ряд Фурье. Ввиду замкнуто-
сти тригонометрической системы в пространстве кусочно-непрерывных 
на [0, Я функций [9] заключаем, что коэффициенты Фурье равны ну-
лю, т. е. 

r Q ( / ) = 0 , J e x p { - ^ ( ^ - T ) } Q ' ( X ) D T = 0 (5) 
о 

при любом натуральном п. 
Убедимся, что тождества (5) по п возможны лишь в том случае, 

если P ( t ) = Q ' ( t ) h==0 на сегменте [0, Я; ввиду аналитичности Р (т) для 
этого достаточно, чтобы при ЛЮ69М т = 0 , 1,2,... 

Из (5) следует, что 

/ 0 ( п ) = Г exp {апх} Р (т) dx ^Р (t) - у (exp {all} — 1) + /J = 0, 

где /*==^ехр {а^т} (Р ( т )—P( t ) )dx . Так как функция Р (т) непрерывно диф-
о 

ференцируема., то существует не зависящая от п константа М0 >• 0, такая, 
что \Р(х)—P(t)\ < M 0 ( F — т), и тогда 

| /о | < М 0 / - Ь + ^ - ( е х р { а ^ } - 1 ) 
V ап < 

Отсюда следует, что если Р (t) Ф 0, то 

/0 (п) = Р (0 - L - ехр {а^} (1+о(1)) = 0, % 

что невозможно при достаточно больших п, и, значит, P(t) = 0. 
С другой стороны, интегрируя при этом условии / 0 (я) по частям, 

получим 



."' J e x p { a ^ } ^ / . 

Предположив, что P' (t) ¥=0, й учитывая непрерывную дифференцируе-
мость Р ' (т), для Л (я) получаем оценку, аналогичную предшествующей: 
h\п) + Р (0) — Р' (t) exp {alt) (1 + о(1)) =±-0, что невозможно при < . 
достаточно больших п. Следовательно, <р' (t) =Ю. Пусть уже доказано, 
что P(s)(t)= 0, s = 0 , 1,..., т , и, следовательно, получено тождество 

| EXP { < 4 T } P ( S + 1 ) (Т) dx + £ (0) af = 0 . 
О fe=0 

Предполагая, что аналогично предыдущему получим 
Т 

I /s+i (л) = Г exp {a^x} P ( s + 1 ) (т)4т = Р*+1 (0 — ехр{ a Г} 1+о(1)>, 

тогда , s -
/ 5 + 1 {*) + £ • ( - ! ) * o f $ eicp Н о '01 + 0 (1)) - б . 

ft=0 , п 

Отсюда следует P ( s + 1 ) ( t ) = 0 , ; а интегрирование при этом по частям 
1п + 1 (л) приводит к тождеству 

8+1 
Is+2(n) + £ (~ l )*P ( s + 1 - f e ) (0 )an* = 0, 

fe—о 

что завершает индукцию. 
Таким образом, установлено, что для любого 6 ,1 , . . . Р(те)(I) = 

= 0 , и в силу аналитичности Р(т ) имеем Q ' ( T ) = 0 при т е [ 0 , Я. Следо-
вательно, Q (x)= const на этом сегменте, а так как согласно :(5) Q (t)=* 
= 0 , то Q ( T ) = 0 , Т. Q I ( T ) ^ Q 2 ( T ) , И решение обратной задачи един-
ственно. Теорема доказана. - . 

Поскольку изучаемый процесс относится к тонкому приповерхност-
ному слою, допущенное здесь пренебрежение кривизной поверхности 
существенной роли не играет: как показано в [10], обе геометрические 
модели (с учетом и без учета кривизны) асимптотически (при h/R^-0) 
близки. Естественно допустить также, что аналогичные оценки спра-
ведливы для модели с физическими параметрами, слабо зависящими 
от температуры. Несомненно, наконец, что однозначное восстановление 
по заданной информации теплового потока позволяет найти И H(t), 
если дополнительно известна температура поверхности. 

Обратимся к проблеме устойчивости решения. Поскольку оператор 
А имеет интегральный характер и, следовательно, вполне непрерывен 
[5], задача, вообще говоря, неустойчива относительно малых вариаций 
w^W, т. е. сколь угодно малым вариациям um id(h) либо T(h) могут 
отвечать сколь угодно большие вариации H\t). Такая неустойчивость 
исключается, однако, в том случае, если множество допустимых управ-
ляющих функций есть компакт. Последнее требование может быть 
обеспечено, например, априорной конструкцией множества, как в [3]; 
в рассматриваемой здесь задаче это соответствует поиску решений на 
множестве кусочно-постоянных на заданном небольшом числе сегмен-
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тов функций и концепции корректной по Тихонову постановки [5]. Дру-
гая возможность решения проблемы устойчивости — эхо использова-
ние какого-либо регуляризирующего оператора, определяющего ком-
пакт алгоритмически [5], 

3. Для решения задачи управления используется регуляризирую-
щий оператор Тихонова. Заметим прежде всего, что возможность точ-
ного задания желаемого эффекта управления, например ? = Т ( г ) , вовсе 
не решает проблемы устойчивости, поскольку желаемая функция ?(/*) 
не обязана принадлежать множеству W. Поэтому естественной являет-
ся постановка задачи квазиминимизации относительно Я: Pw(v(H), 
и) < 6 , где б — зараяее заданный допуск на уклонение эффекта от же-
лаемого. Отметим также, что если входной информацией является 
ymid(r) и эта величина определяется по Т(г), то ввиду приближенного 
характера отражения связи между этими величинами в диаграммах 
[4] величина й содержит также неустранимую погрешность входных 
данных: f = ymid, б- Соответственно .6 является оценкой «вынужденного 
допуска». 

Управляющую функцию H(t) будем искать среди элементов, . ми-
нимизирующих по аргументу при различных а сглаживающий функ-
циойал Тихонова: ' 

Ма (Я) = р^ (АН, v) + aQ(H), а>0. : (6) 

Стабилизатор Q(H) обеспечивает принадлежность экстремалей не-
которому компакту. Если экстремаль выбирается из множества глад-
ких функций, то 

rv 
п 

Q=Q1(H) = ^(Hf + H2)dt, 
о 

если из множества функций ограниченной вариации Я={Я г}, то 

1 Й = й 2 ( Я ) = £ ( Я г - Я 0 ) 2 + £ ( Я 1 + 1 - Я г ) 2 , 
i=i t=i 

где Я 0 — гипотетическое среднее значение уровня H(t): Функционал 
невязки определяется формулой 

р2,(ЛЯ, u)=^(AH(t)-Z(r)frdr, 
h 

где r2=R, rx=R—h. Величина AH (t)=v[r,H (t)] определяется при каж-
дой функции Я ( 0 алгоритмом решения задачи (2) с последующей 
описанной выше обработкой. 

Значение а выбирается из элементов убывающей геометрической 
прогрессии a s + i = 0 , l a s , s = 0 , 1,..., при достаточно большом а0. Послед-
нее условие дает возможность выбрать в качестве начального прибли-
жения экстремаль Q [6]. В качестве искомой принимается та экстре-
маль На$, которая, при цаиболыпем из возможных значений а$. удов-
летворяет условию pw(AHas, и ) < 6 2 , и таким образом осуществляет-
ся согласование параметра регуляризации с величиной допуска: a s = 
=сс(6). 

Отметим, что переход к пределу при 6 ^ 0 и в рассматриваемой 
задаче управления имеет смысл лишь в том случае, если u,^.AZ, а со-
ответствующее решение Ц обратной задачи единственно: в этом слу-

11 



чае выбираемое приближение, согласно принципу невязки [6], удовлет-
воряет требованию lim На/б) (t) = H (t). . 

б->о • , 
В проведенных нами расчетах для минимизации функционала; был 

:выбран безградиентный метод Розенброка [11]. Д л я решения при за-
данной функции^ Я ( t ) краевой задачи (2) используется конечнофаз-
ностная двухслойная неявная безытерационная схема на четырехточеч-
ном шаблоне и в цилиндрических координатах: 

с(Уп) ( У п ~ У п ) = 4 ~ ( г 1 ^ 1 1 ^ 1 
\ Т / Vn n-J- n-j- я+ — п+ — 

} , 2 2 2 2 

V n = ± ( r 2 , - г 2 , 
2 «+ —— •«- — 

V . 2 2 

_L = _L & —Уп+iHh, _L = Ы + k (Уп-1))/2. 
/ 2 2 I - 2 

Граничные условия аппроксимируются со вторым порядком точно-
сти. Данная конечно-разностная схема решалась методом прогонки. 
При этом значения £>mid(l), определяемые формулой (1), вычислялись 
с использованием линейной интерполяции сеточной функции уп

ш [3]. 
Значения твердости для данной функции ymid, как и зависимость i w 
от Я, устанавливались также с использованием линейной интерполя-
ции по таблице соответствия vmid+-+T, полученной нами для ЭВМ пу-
тем обработки термокинетической диаграммы. Описанная схема вычис-
лений вносит погрешность в оператор А, так что, строго говоря, прин-
цип выбора а по невязке (6) требует уточнения в соответствии с [12]. 
Однако, как показали численные оценки погрешности оператора Н (t)-»-
-^mid(/*)> она мала по сравнению с погрешностью задания umid по тре-
буемой твердости, и ею можно пренебречь. • > 

4. Рассмотрим некоторые результаты математического эксперимен-
та. Д л я анализа эффективности алгоритма, естественно, выбираем 
входную информацию,, например относительно, t w ^ ) из множества. 
W, т. е. при априорном существовании соответствующего управления. 
Какой бы ни была модель управления Я (t), такой выбор можно сде-
лать, решив прямую задачу: Н (t)-^vmid(r). Последующее решение об-
ратной задачи £>mid (r )^IJ( t ) , где 5mid либо совпадает с umid, либо со-
держит специальные искажения в пределах допуска б, позволяет убе-
диться в устойчивости алгоритма и оценить модуль непрерывности: 

е* = р£'(Я, Я) == е2 (б). 
Такой эксперимент был проведен в случае трехступенчатой функ-

ции H(t) для марки стали-20. Поскольку число ступеней N невелико, 
задача оказывается условно-корректной и в (5) можно положить а = 0 . 
Оказалось, что при 6=0,005; 0,123 и 1,1 значения погрешности резуль-
тата е соответственно равны 145, 172 и 655 ккал-м _ 2 -ч _ 1 - град _ 1 , т. е. 
от 0,3 до 1,2%. Д л я модельной функции Я (/) ( к к а л - м ^ - ч ^ - г р а д - 1 ) = 
= 3 • 104 (1—tjO,9) 2 + 2 - 1 0 4 проведены аналогичные эксперименты, но с 
погрешностью, определяемой только вычислительной схемой. Решение 
обратной задачи определялось в классе многоступенчатых функций с 
iV=10 и фиксированным разбиением по t на сетке (0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 
0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 5 с). Показано, что результат не зависит суще-
ственно от начального приближения и близок к модельному (рис. 2) . 

Проведен расчет для следующего желаемого распределения твер-
дости по глубине: Т(HV) ={500, 370, 260}, для глубин h (мм)={50; 
49,5; 49} соответственно. По термокинетической диаграмме, (см. рис. 1) 
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найдено соответствующее распределение скорбстей v (град/с) ={854, 
341, 186}. Решение обратной задачи из множества многоступенчатых 
функций оказалось равным {#;}, i= 1, 
..., 10: {10 ООО при 1, 18 000 при _5 „к а л ' 
х = 2, 27 400 при 1 = 3, 26 500 при i = 4 , м'70> 'мг.ч.град 
56 000 при i=5, 30 000 при i = 6 , ... 
..., 10}. Эта функция соответствует вы-
бору по принципу невязки: р2(уа, 
-У) < 6 , где Б — величина априорной 

Рис. 2. Модельный вариант H(t) (сплошная 0 0,7 О J ll5 07 09 5 t с 
кривая) и результат решения задачи (кре- ' . > > > > > 

стики) 

•ошибки в задании скоростей по диаграмме (см. рис. .1) и а=10 5 . 
Была проведена оценка точности съема Dmid с термокинетической 

кривой; оказалось, что ошибка составляет —30% от величины скоро-
сти, и тогда б~10 5 . Вычисляемое по найденному управлению распре-
деление скоростей 1>а={779, 574, 484}, чему соответствует распределе-
ние твердости Та={401, 429, 406}. 

Наблюдается неплохое соответствие с желаемым распределением 
только на. поверхности) что естественно при столь высокой погрешности 
входных данных. Большую точность можно получить лишь при более 
точных исходных данных. 

Авторы благодарны А. Н. Тихонову за полезные обсуждения. 
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Ф И Н С Л Е Р О В А Р Е А Л И З А Ц И Я И С К Р И В Л Е Н Н О Г О 
ИМПУЛЬСНОГО ПРОСТРАНСТВА 

Г. С. Асанов 
(кафедра теоретической физики) 

Даны явные выражения для основных величин искривленного пространства четы-
рехмерных импульсов и приведены результаты соответствующих вычислений в пер-
вом порядке приближения по характерному финслерову параметру g, который счи-
тается малым. 
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