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ПРАВИЛА ПЕРЕХОДА ЧЕРЕЗ ОСОБУЮ ТОЧКУ ПОТЕНЦИАЛА 
В КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ ОДНОМЕРНОГО ДВИЖЕНИЯ 

В. Б. Гостев, И. В. Гостев, А. Р. Френкйн 
(кафедра теоретической физики) ' ' г 

Исходя из физически очевидного требования непрерывности наблюдаемых вели-
чин — уровней энергии и коэффициента прохождения — указаны правила продол-
жения волновой функции через особенность одномерного потенциала „ W='k | x | - v , 
применимые не только в физически важных случаях v = l , 2, но и во всем интервале 
значений параметра 0 < v < 2 . Найденные правила приводят к однозначным результа-
там при решении конкретных квантовомеханических задач. 

Одномерное движение в потенциальном поре с особенностью 

v > 0 , — о о < Х , х<оо, (1) 

^представляет, значительный интерес как для физических приложений 
(значению v = l соответствует одномерное кулоновское движение [1, 

с. 527], v=2 — центробежная особенность [1—3]), так и для теорети-
ческих исследований [4]. . 

Мы в настоящей статье ограничимся сингулярностью (1) со значе-
ниями параметра 

„ 0 < v < 2 , ' • (2) 

(пограничный случай v = 2 подробно рассмотрен в [51). 
При ограничении (2) стационарное уравнение Шрёдингера (УШ) 

^L~((J(X)+W(x)-E)aP(X) = 0, (3) 

П = 2т --1, (4) 

в котором U (я) — «гладкий» вблизи х=0 потенциал, имеет при 
два независимых решения, в качестве каковых при я > 0 удобно взять 
для значений параметра 

v # v n = 2 n = \ t 2, (5) 
n 

функции 
оо 

£ <W*(2--V)m*2rt (6) 
tn,n=0 

И 
ОО 

Y bmxV-v)mx2n (!) 
m,n= 0 

с «начальными» коэффициентами 

аоо=1 . (8) 

6оо='1. N (9) 

Поведение этих решений вблизи особой точки х = 0 не зависит от вида 
гладкого потенциала U(x) и энергии Ё (i|)+(x) ^ 1 + ca:2-v, гр_(л:)—*). 

' 27 



В особых точках v = v n ряд (6) изменяется следующим образом: 
оо оо 

= £ a k xV-^ k -\-х In chxV-v)k (10)? 
А'—0 к----0 

и условие (аналог условия ( 8 ) ) ' 
flo=l (11) 

не фиксирует решения (10) однозначно, так как остается неопределен-
ным коэффициент ап при х1. Выберем в разложении (10) 

ап=—с0, ' (12) 

где с0 однозначно определяется из условия (11). 
Аналог разложения (7) с условием (9) имеет вид (v=v«) 

оо 

= 6ft*<2-v>A, & 0 = 1 . . (13) 
k=0 

Особенность поведения решений (10), (11) и (13) при х-^ + 0, как 
и решений (6), (7), не зависит от U(х) и Е. 

Решения (6), (7) ( а также (10), (13)) линейно независимы и об-
разуют базис. Функции (6), (8) при удовлетворяют граничным 
условиям ' 

г |>+(0)=1 («нормировка»), (14) 

lim (tK х)) = 0, (15) 
дг->-+0 *г 

S(m) 

Р А К *) = Ё ^ М * * 2 - ^ - 1 , (16) 
fe-i 

где 
т — — — , (17) 

2 —v v ' 

& (т) — целая часть т, 
M v ) = 1 — . (18) 

V — 1 

Все коэффициенты fk{v) не зависят от U (АС) И Е. Производная I|/+(A;) 
расходится (эффект подбарьерной концентрации [6]). Функции (7) и 
(13) удовлетворяют стандартным для нечетных решений условиям 

"Ф1 (0) = 1 («нормировка»), (19) 

1 | ) _ ( 0 ) = 0 . (20) 

Любое решение УШ (3) при д;>0 можно представить в виде ли-
нейной комбинации решений (6) ((10)) и (7) ( (13)) , при ненулевом 
вкладе I|)+(A:) ЭТО решение будет иметь в точке х=0 бесконечный раз-
рыв производной (15). Переход через особенность требуется при ре-
шении физических задач (нахождение уровней энергии и коэффици-
ента прохождения), имеющих практические приложения (для одномер-
ного кулоновского потенциала [1, 3]). 

В литературе рассматриваются различные пути преодоления этой 
трудности главным образом для частных случаев v = l (обзор [7]) и 
v = 2 [8]. Ниже мы кратко проанализируем эти пути, указав наиболее, 
приемлемый, на наш взгляд. 
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Предварительно ограничимся случаем четного потенциала в УНТ 
(3) : 

U(x)=U(-x). (21) 
Основной в этом случае будет задача построения четного решения, 
уравнения (3). Нечетными естественно считать нечетно продолжен-
ные на полуось л:<0 решения (7), (13). Четные решения, «нормиро-
ванные» условием (14), можно представить в виде 

Ч>е(*)=Ч>+(*) + А(Л,, v, £ И _ ( х ) , (22) 
где • 

/г (0, v, Е) = 0 , (23) 
так как при выключении сингулярности потенциала (1) (Л=0) функ-
ция (дг) удовлетворяет условию (14) и обычному для четных функ-
ций условию 

•ф'+(0)М). (24) 
Естественным для физики путем выбора решения tye(x) является 

регуляризация сингулярной части потенциала (1) [9, 10], например, за-
меной 

W{x)-*Wr(x)=W(x+a) (25) 
с последующим переходом а-> + 0 с фиксированными для четных реше-
ний граничными условиями (14), (24) г | н - ( я ) . Однако такая и 
другие регуляризации не дают (в отличие от нечетного случая [I, 
с. 143] в четном случае физически и математически приемлемого реше-
ния и даже какого-либо самосопряженного .расширения гамильтониана,, 
т. е. подходящего граничного условия, так как в случае притяжения 
(Л<0) четные уровни вырождаются: E(n+iy±-*-En-+0, где п=0, 1, 2, ...; 
Еп._ — нечетные уровни, а основной уровень «падает на дно»: 

Е ^ - о о . < (26) 

Остается рассмотреть в качестве четных всевозможные решения 
(22). Они удовлетворяют граничному условию («нормировка» (14), 

lim x)) = h(i, v, Е). (27) 
Х-++0 

Самосопряженность гамильтониана (3) устраняет зависимость функ-
ции h(k,v,E) от энергии Е. Дальнейший выбор граничных условий тре-
бует физических аргументов [11]. 

Кроме использования условия (27) возможен еще математически 
приемлемый выбор четного решения УШ путем четного продолжения 
на х<0 нечетных решений' (7) с граничным условием (20). Это сде-
лано неявно для" v = l [1, с. 527] и у = 2 [12], и хотя в этом случае нет 
падения на дно, но по-прежнему имеет место вырождение уровней по 
четности ( Е п + = Е п я = 0,1,2, . . . ) и полное запирание барьера (ямы) 
(1) ( 7 = 0 ) . Этот выбор четных состояний мы отбрасываем, как и пре-
дыдущий. 1 < 

Относительно функции h(k,v) при условии (23) можно привести 
следующие физические соображения. Конечный скачок логарифмиче-
ской производной волновой1 функции вызывается сосредоточенным в 
точке разрыва 6-образным потенциалом [13] 

^ ( + 0 ) - ^ ( - 0 ) ( 2 8 ) 
•ф (0) , , ; 
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По аналогии с формулой (28) можно ввести соответствующий беско-
нечному скачку производной (27) потенциал 

V6=2(§>v(b, \x\) + h{X, v))6(x). (29) 

Первое слагаемое было указано в [14], второе — в [15]. Второе слагае-
мое можно и нужно выбирать. Первое автоматически присуще четной 
особенности (1), кроме случая четного излома нечетной функции, ко-
торый приводит к наиболее сиргулярному потенциалу 

V6 = 2 ^ - . , (30) 
1*1 

Выбор коэффициента ап (12) позволяет сохранить связь аналога гра-
ничного условия '(27) и вида потенциала V6 (29) и для случая у=уп (5). 

Одной из попыток [15] построения граничного условия (27) был 
ка!жущийся физически приемлемым выбор минимального числа слага-
емых у потенциала VY (29) 

h(X, v) = 0 . (31) 
Однако такой выбор приводит к разрыву непрерывности по перемен-
ной -V у физических величин - - четных уровней энергии Еп+(Х,у) и ко-
эффициента прохождения Т(Х,у,Е) в точках <v=\n, в которых скачком 
меняется число сингулярных слагаемых у потенциала (29) (оно рав-
но см. (17)), причем, как показывают численные расчеты, 
.Ео^т)-*-—оо при т ^ - п — 0 («=1, 2 ,3) , а остальныё скачки конечны. 

Компенсировать эти скачки можно только сингулярностями функ-
ции h(X,y) в точках у=vn. Перед выводом вида этой компенсации за-
метим, что потенциал (29) не влияет на нечетные уровни, поэтому он 
остается незамеченным при рассмотрении s-волновых функций в поле 
сингулярных центральных потенциалов [16]. 

Д л я поиска хотя бы одной функции h(X,y), сглаживающей скачки 
.Еп+ (л>), воспользуемся физически естественным предположением о не-
зависймости граничного условия для четной функции от вида гладкой 
части потенциала U(x) (3) и выберем U(x)= 0, то^да УШ принимает 
я и д 

d 4 X \ x \ " v t ] - E ^ 0 i (32) 
dx2 

и зависит от трех параметров: X, у, Е. 
Путем перехода к безразмерной длине ( Ы = 1 , см. (17)) 

z = \ X \ m x (33) 
число параметров УШ уменьшается до двух (v, е): 

| г Г > + в^ = 0, (34) 

г = Е \ХГ2т, [ е ] = 0 , - (35) 

знак «минус» в УШ (34) относится к отталкиванию (Я>0) . Потребу-
ем, чтобы и граничное условие зависело только от этих параметров. 

Требование самосопряженности гамильтониана устраняет зависи-
мость от энергии Е, т. е. от е, и условие (27) примет вид ! 

lim = (36) 
г-Н-0 \ Ф (z) V — 1 J 

знак «плюс» в условии (36) относится к отталкиванию (Я>0) . 
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Условие (36) приводит к скейлинговой зависимости уровней энер-
гии и коэффициента прохождения Т (t): 

t=\X\E~l/2m, ^ = 0. (38) 

Формулы (37) имеют место для нечетных уровней и 6-потенциа-
ла [131 1 

Возвращаясь к размерной длине х, из условия (36) находим 
h(X, v) = D±(v)\Xr, (3.9), 

т. е. задача поиска функции /г (Я, v) сводится к выбору функции одной 
переменной D±(Y). 

Для отыскания подходящей функции D+ (v) воспользуемся еще бо-
лее частным видом УШ J 3 ) , т. е. (34), — рассмотрим четные состоя-
ния с Е=е=0 функции г|)е(л;) в случае потенциала отталкивания (Я= 
= + 1 , x=z), удовлетворяющие УШ (х>0): 

d2V j c - v $ = 0 . - (40) 
dx2 

Четные решения УШ (40) однозначно определяются для v = 2 [61; 
( - 1 / 4 < К З / 4 ) : ' . . 

= (41 у 

и свободной частицы (U=W=E=0): 

(42) 

Решения (41), (42) монотонно не возрастают для 3 / 4 > л > 0 и при 
х-*-оо (условие (14) для решения (41) не выполняется, но г|>е(х) > 0 ! 

при х>0) не имеют нулей. При £ = 0 имеется единственный виртуаль-
ный уровень энергии, что физически приемлемо, так как работает по-

, тенциал притяжения [5, 6] 

— 2s6(x) | * | - 1 . (43)? 

Зафиксируем этот единственный для притяжения виртуальный (ре-
альный) уровень с нулевой энергией, обусловленный потенциалом при-
тяжения (29) с А,>0. Убывающее на бесконечности решение УШ (40) 
единственно (с точностью до нормировки): 

ye(x) = x1/2Km(2mx1/2m),x>0, (44> 

K a ( z ) — модифицированная цилиндрическая функция, при х-^оо 

ф (я) ~ exp {—2mx1/2m}. (45) 

Функция (44) конечна при х—0, не имеет нулей (нет связанных со-
стояний с отрицательной энергией) и монотонно убывает при х-+°о. 

Из логарифмической производной решения (44) находим гранич-
ное условие (36.) (для функции Z)+(v)) с функцией 

~ D , . ( m ) = ^ ' , (46) 

Г2 (1 -f- m) sin гол 

где т определено формулой (17). 
31 



Эта функция имеет полюсы при. v = v n ( т = 1,2,. . .) , которые компен-
сируют скачок потенциала V6, определяемый формулами (29), (39) и 
(46) в этих точках. Численные расчеты показывают, что условие (46) 
обеспечивает непрерывность коэффициента прохождения через барьер 
(1) ( Я = 1 ) . 

Остаются две проблемы: найти граничные условия в особых точ-
ках (5) и перейти к случаю притяжения. Рассмотрим вторую. Нечет-
ное продолжение функции (39) не обязательно, так как по-
тенциал (29) определенной четностью по Я не обладает, и численный 
расчет показывает,' что такое продолжение не обеспечивает непрерыв-
ности четных уровней по v. 

Поступим следующим образом. В выражении (39) заменим |А,| 
для Я > 0 на "к и продолжим множитель Х т на отрицательную Л-полу-
ось. Так как функция Хт (т¥= 1,2,...) имеет на этой полуоси разрезав 
комплексной Я-плоскости, а функция (39) должна в силу самосопря-
женности гамильтониана быть вещественной, надо в качестве продол-
жения множителя Я т взять его главное значение |A,|mcos я т , т. е., со-
гласно (39), (46), 

n / \ nm 2 m + 1 c t g п т . ^ . , а D_(m) = ё , КО, тф 1, 2, .... (47) 
Г2 (1 + т) 

Численный расчет показывает, что четные уровни и коэффициент про-
хождения непрерывны для-потенциала притяжения (1) при А,=—1. 

В случае v=vm, т=тп= 1,2,..., видоизменяется вид функции 
х) (27), (29): 

тп~1 

(К *) = £ (vn) Xi2~Vn)k~l + f m f 1 7 1 I n (I х Г " \ x \ ) , ' ( 4 8 ) 
k=l 

константы f k ( v n ) j fmn определяются по-прежнему из логарифмической 
производной функции (44) при т=тп. В кулоновском случае v = l , 
т х = 1 в формуле (48) остается только последнее слагаемое. Логариф-
мическая производная бесселевой функции (44) дает и значение кон-
станты Dm+, а правило переходам притяжению просто: 

h(X, m) = Dm±\l\m, m = l , 2, . . . , (49) 
Dm_ = ( - l ) " D m + . (50) 
Численные расчеты показывают, что при таком выборе граничных 

условий, несмотря на разрыв граничных условий (27), (39), (46), (47) 
в точках v="vn, имеет место непрерывность физических параметров 
(En+,v(E)). 

Конечно, выбор функций (46), (47) и констант (50) не однозна-
чен. Непрерывность физических параметров не будет нарушена, если 
-сделать замену -- -

D±(m)-^D±(m) + L±(m), __ (51) 
где L ± (m) — непрерывные при l / 2 < m < 0 ( 0 < v < 2 ) функции. Однако 
поводы для такого видоизменения нам пока неизвестны. 

После того как осуществлен выбор Четных состояний для решений 
УШ с особенностью (1), легко сформулировать правило перехода лю-
бого решения УШ (3) с гладким потенциалом U (х) без определенной 
четности через особую точку *=0 . При я > 0 любое решение УШ (3) 
можно представить в виде комбинации локально-четного и локально-
нечетного решений: 

(52) 
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где,+г|5е(л:) удовлетворяет граничным условиям (27) и '(14) • (i|)+-*i|5e) 
•фо(я) — условиям (20) и (19). Продолжением решениях (52) на полу-
ось х < 0 будет функция . 

г (х) = _г|)е (х) + с-% (х), • (53) 
где %){л;) по-прежнему удовлетворяет условиям (20), (19), а локаль-
но-четная функция -\ре(х) —условию (14) и условию 

lim + lx\))=~h(X, v). (54) 
х-*—0 

Правило (52) — (54)^ легко обобщается на случай несимметрично-
го сингулярного потенциала 

* > 0 ' " (55) 
I * < 0 , 

заменой в условии (54) Правило действует и в обратную 
сторону. 

Сформулированные правила обеспечивают-самосопряженность га-
мильтониана (2) на функциях с особенностями логарифмической про-
изводной при х ^ О (27), (54), так как в дополнение к сингулярности 
(55) подключается4 точечный потенциал 

y 6 = (^v+(^+, |x|)H-$»v(X.., | х | ) + й(Х+, y+) + h(k-tv-))6(x). (56) 
Эти же правила позволяют непротиворечиво решить любую задачу 

одномерной квантовой механики с особенностью потенциала (1) (уров-
ни энергии, прохождение через барьер), в том ,чиСле обратную задачу, 
15]. Примеры будут рассмотрены в отдельной публикации. 
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ОБОБЩЕННАЯ ТЕОРЕМА ХОЭНБЕРГА—КОНА В МЕТОДЕ J 
МНОГОЧАСТИЧНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ ПЛОТНОСТИ 

-О. С. Еркович, В. В. Комаров, А. М. Попова, В. А. Борзилов 
(НИИЯФ) 

Сформулирована и доказана обобщенная теорема Хоэнберга—Кона, лежащая в 
основе метода многочастичных функционалов плотности. Предлагаемый метод явля-
ется обобщением метода функционалов плотности и основан на представлении энер-
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