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ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ SU{2) ЯНГА-МИЛЛСА 
И ДИРАКА 

А. С. Вшивцев, А. С. Иванов, О. С. Павлова, А. В. Татаринцев ~ 
(кафедра теоретической физики) 

Получена самосогласованная система уравнений поля Янга—Мйллса с учетом 
тока кварков и ^приведены некоторые решения этой системы. Уравнения движения 
рассматривались при использовании параметризации потенциала поля, предложенной 
для описания сферически-симметричных решений для цветовой группы SU(2)* Дан-
ный подход может быть использован при построении моделей вакуума, учиты-
вающих нелинейные эффекты, которые приводят к перестройке нестабильных конф№ 
гураций. 

К настоящему времени известно достаточно много решений урав-
нений Янга—Мйллса: возникающих в неабелевых калибро-
вочных теориях из вариации стандартного лагранжиана, 
= ——FtvFtv, в том числе и нестандартные классические решения: 
солитоны, монополи, инстантоны и др. 

Однако интересно было бы рассмотреть не только чистые поля 
Янга—Мйллса (ЯМ)—глюодинамику, но и учесть их взаимодействие 
с полями 'материи. Очевидно, что интерес этот обусловлен чисто прак-
тической стороной,; так как именно такое сложное взаимодействие 
имеет место в действительности. 

Обсуждение таких структур актуально и по той причине, что, на-
пример, факт существования монопольных решений при- размерности 
пространства п¥= 4, известен только при учете взаимодействия с полями 
материи [1L В том случае, когда размерность л== 4, известно- моно-
польное решение при взаимодействии полей ЯМ с хиггсовскими бозо-
нами [2]. С учетом сказанного было бы интересно найти монопольное 
решение без введения полей Хиггса. 

В нашей работе мы рассмотрим взаимодействие поля ЯМ с фер-
мионами, более точно — с кварками. Для описания этого процесса 
воспользуемся модельным лагранжианом для калибровочного поля 
группы SU (2), взаимодействующего с изодублетом кварков: 

L = LyM + LD, ' " (1) 
где L'd = W { — i y j ^ + m ) лагранжиан Дирака. 

Цель нашей работы — получить согласованные решения, т. е. ре-
шения, которые учитывают влияние поля ЯМ на движение кварков, 
причем уравнения поля ЯМ в правой части содержат ток заряженных 
частиц (в нашем случае — ток кварков), Соответствующие уравнения 
движения поля и кварка выглядят следующим образом: 

- J l = ' (2) 

где ковариантная производная = igA^', — T,a = ow/2—гене-
ратор группы SU (2), тензор поля 1%= д^Ау — dv/4£-|-gsapv А1, а ток 
имеет вид • 

(3) 



Система уравиещ!^ (2)^(3)т еодерягит в качестве: неизвестных 
компоненты вектор-потенциала и волновую функцию кварка 4я. 
Используя симметрию конкретных моделей, можно уменьшить число 
уравнений в этой системе й получить ряд точных решений. 

1. Уравнения движения поля ЯМ с правой частью 

Как известно, классическое и квантовомеханическое рассмотрение 
взаимодействия магнитных монополек с различными частицами имеет 
ряд характерных свойств. Так, сохраняющейся величиной является 
вектор полного момента J [3]: J = L + S + I, где L — орбитальный, a S — 
спиновый моменты, I — генератор группы SU (2). 
..... Будем рассматривать состояние кварка, соответствующее J=0 . 

Выбирая J=0V будем руководствоваться не «только упрощением нашей 
-системы уравнений, но и рядом особенностей, присущих этому состоя-
нию. Так, при J—0 в силу отсутствия центробежного барьера частицы 
могут проникать (в ^-состоянии) в область сильного магнитного поля 
монополя, а соответствующее взаимодействие приводит к несохране-
нию барионного числа (катализ распада протона — эффект Рубако-
ва [3—5]). 

Исходя из этого, зададим следующую сферически-симметричную4 

параметризацию для потенциала поля: 

, gAg — JEilL naf 

gAf = eaiknh
 l~a{r) + ( 6 a ' - n V ) + п«пг, (4) Г • ' Г r 

где n a =x a / r — единичный радиус-вектору 
Раскладывая ток (3) по тензорной структуре, аналогичной выра,-

жению (4): ' 
gr3Jo (г) = J0 (г) п*, (5) 

. . gr4f (г) = (г) + J2 (г) (6a£—«V) + J3 (г) nanl (6) 
и преобразуя уравнения движения для поля ЯМ в подстановке (4), 
придем к следующей системе уравнений: 

(а2т+-6а) * , (7) 
r V + a — a (a 2 + Ь8 + £ 2 —Ф а ) — rbc'—2rb'c + 6 с ® — Л , (8) 
г*Ь" + Ь^-Ь{аг + Ь* +с2^ф2)—гас'—2ra'c+ac = Jz, (9) 

' 2fab' —2га'b— 2с (a2+ б2) = J3. (Ю) 
Рассмотрим вначале однородные уравнения движения для глюо-

нов (т. е. Д — 0). Таким образом, можно будет непосредственно изу-
чить изменение характера поведения функций а (г), b(r), с (г), ф(г) 
при учете тока кварков. 

: . При Д — 'О удобно ввести следующую параметризацию для функ-
ций- а (г) и b(r) :• 

а (г) — R (г) cos W (г), • 
b(r)=-R(r).cosW(r). ' 

В этом случае из уравнения (10) при / з=0 следует, что c=rW'. В. ре-
зультате подстановки параметризованных а(г) и b{r) в.систему урав-
нений' (7)—(10) получается следующая система уравнений: 



Несмотря на то что функция W{r) может принимать произволь-
ные значения, ряд решений этой системы уравнений уже хорошо из-
вестен. Так, если ф=1, W(г) =2зх/г (/г=0, 1 , . . . ) , то мы приходим к из-
вестной параметризации By—Янга. Некоторые решения при "парамет-
ризации By—Янга описаны в [1, 2, 6]. 

Проследим за теми изменениями, которые внесет учет тока квар-
ков. Для этого перейдем к рассмотрению системы (7) — (10)'. Опре-
делим вид функций /о(г), J\(f)> J2(/").»' h ( г ) и убедимся, что кварковый 
ток в поле, описываемом параметризацией (4), действительно пред-
ставим в виде (5) — (6) . 

2. Решение уравнения Дирака 

При решении уравнения Дирака (2) и описании свойств кварков 
.воспользуемся результатами работ [7, 8]. Будем рассматривать со-
стояния кварка с Тогда в анзаце (4) решения уравнения можно 
представить в виде . ' . . " 

¥ x ± = - L ( G ± ( r ) + (na)Q±(r)). ' (11) 
\ x - a j : : г Л 

Для функций G± (г) с Q* (г) легко получить систему уравнений: Г'G±={2 ~~й) °£ +Г̂ 2Ь) Q* + ГiE ±т) 
. r _ i _ q± = — ( 2 - a ) Q * — Q T + — (c + '2b) G± + i (E ±m)G*. . 

dr 2 2 

Число неизвестных, а соответственно число уравнений, можно со-
кратить, если ввести дополнительную симметрию. А именно, перейдем 
к киральному пределу, т. е. положим т = 0 . ' : 

В этом случае лагранжиан будет инвариантен относительно ки-
ральных преобразований. Будем считать Ч̂  собственной функцией 
Ч5-матрицы, т. е. Х ± = dh X*, где верхний знак соответствует поло-
жительной спиральности (т]=1), а .нижний — отрицательной спираль-
ности кварка. Для определенности положим п = + 1 . Учитывая сим-
метрию верхний и нижних компонент биспинора W, получим -уравнения 

rJ-G = (2-a) G-^- G+-L- {c~2b)Q + iEQ, " (12) 

r~rQ= - ( 2 - a ) Q—~Q ( c + 2b )G+ iEG. (13) 

Исходя из определения (3) для кваркового тока и из представ-
_ ления (11), можно убедиться, что ток имеет структуру (5) — (6), при-

чем компоненты тока / о ( г ) , J \ ( r ) , Ji(r) й . / 3 ( г ) выражаются через 
функции G, Q следующим образом; 

J0(r)=-8g*rRe(GQ), г 

Л (г) = - 8 g 2 r Im т , - ' '••••.•::•••;'•• ' -
/ 2 ( r ) = - 4 g v ( i G i 2 + i ( 3 i 2 ) , . . . ; 

Используя эти выражения н уравнения (12) —(13), получим диф-
ференциальные уравнения для компонент кваркового тока, искл'ючив 
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неизвестные переменные G (г) и Q (г). Они выглядят, следующим об-
. разом: ..ч • 

г / о + ( < р - 1 ) Л > = 0 , (14 ) 

г / 1 > ( ф ~ 1 ) + 2 £ ) J 2+26J 3 = 0, (15) 
г/г^—(с + 2£) Л + (ф—1)72—2 (2—а) «/3=О, * (16) 

2 6 / х - 2 (2—а) У2+(ф— 1) = 0. (17) 

Система уравнений (7) — (10), (14) —(17) содержит в качестве 
неизвестных функций компоненты полевого потенциала а, Ь, с и ф 
и компоненты тока кварков / 0 , . . . , /з- Сократим число уравнений, 
исключив переменные /,-. , 

Полученная замкнутая система дифференциальных уравнений для 
функций а (г), b (г), с (г) и ф(г) будет учитывать изменения полевых 
конфигураций за счет взаимодействия с током кварков. Подставляя 
выражения для токов /г- из (8)—(11), получим следующие уравнения: 

г Y " + /-2 (1 + Ф) ф" ~ 2 г (а2 + Ь*) ф' + 2 (а 2 + б2 — 
—2raa'—2rbb') ф—2 (а2 + &г) Ф2=0, (18) 
—гза///_Гг (1 + ф).а"—r2bc" + r*b" (2Е—с)—Зг26'с' + 

: , + га' (За2—с2—Зб2—ф2— 1—4с£)+ (баб—с (2ф— 1)] + ' 
-f re' [а ( с — Щ — Ь (ф— 1)]—2ляфф' + (d2+b2 + cz + ф2— 1) х 
X [tf ( ф - 1 ) - 6 ( с+ 2Е)]Ч-ас(c+2E)-r-bc[Ф-1-4 (а2 + 6 2 ) ]=0, (19) 
r*b"'+r*a"(2E--c)+r*b''( ф+1)—г2ас"—3rVc'-f 
+ га' [86—баб—с(2ф — 1)]+гс' [ —Ьс+2ЕЬ— а(ф— 1)]— 
—гб'(а2+с2+362—ф2—1—4с£ # 8а—4сН)+ 
+ 2г6фф' — (а2+ 6 2 + с2—ф2— 1) [а ( с+ 2£) + b (ф— i)] + 
-f ас (ф—1)—& 2£)—4с (2—а) (а2 +б2) == 0, (20) 
—2г2а"6+2г26"(а— 1) + га' [4с (1-а)—&ф] + гс' ( 2 а — а 2 - 6 2 ) -

Г. + 2 с (а2+б2) (2—ф)=0. (21) 
Заметим, что соответствующие напряженности хромоэлектриче-

ского и хромомагнитного полей в авзаце (4) могут быть представлены 
в следующем виде: 

3: Некоторые самосогласованные решения 

Для постоянных значений а, Ь, с и ф напряженности полей 
gHm — 1/г2, что соответствует поведению йапряженностей поля 

монополя и диона. Таким образом, учет тока кварков позволяет .полу-
чать указанные «нестандартные» решения без введения в теорию хиг-
гсовских бозонов. 

Рассмотрим наиболее простые решения системы уравнений (18) — 
( 2 1 ) . •••••. , .. - j , 



1. Х р о м о э л е к т р и ч ё с к б ё п о л ё . 
Пусть а = 1, 6 = 0, с — 0. То есть gA% = 0, gH% = 0, 

( " f ) ' ^ ( б ® — 

Для функция ф (г) получается следующая система уравнений: 

. г У + г 2 (1 + ф) Ф"—2гф' - f 2ф—2<р 2 = 0 , > 

-.2гфф' + Ф2(Ф—1)==0, 
Единственным решением этих уравнений при ЕФО является ф=0. 

Следовательно, чисто хрбмоэлектрйчеекое поле в данной системе может 
существовать только- при значении параметра Е=0, при этом для функ-
ции ;ф существует только два решенйя:: пертурбаМВйое ф^^О (бакуум-
ное состояние и ф=1 (хромоэлектрйческий монополь gE% = 
= 7 . . v 

2. А н з а ц B y — Я н г а * 
Положим a — b — c = 0, gA% = eaiktit/r, gA%=tia(p/r. Напряженности 

полей описываются выражениями 

• ^ - - ( - f ) V f t ' " , : 

„на папт • ' -

и для функции ф получается следующее уравнение: 
гф'"4-(1 +ф)ф"=*0. , •:'. (22) 

Два частных решения этого уравнения Очевидны: 
а) ф = ф0 = const; диодное решение: ^ ^ > 

б) ф=сопз1г; gEa=0, что соответствует чисто хромомагйнтйому полю. 
Можно получить еще одно решение (22). Положим ф(г)=—1 + 

+ <?(г), тогда уравнение для q допускаем решение в м д е ряда q= 

козффиадейты бйределяй'ШЯ рекда#нтаой формулой 
k~t . ' . : • -

k-i 
a - ' t l Ь — Ч А * : % - h(k-i)(h-.i) ' 4 ' 7 •' 

при этом значения а 1 и а 2 о с г а т е я йрОйз&ольиымй и могут быть 
ределейы ш начальных условий длй функции ф. В частности, д л я , 
a i = 0 и полученный р я д д л я м а л ы х / будёт йметь &йд 

.'::?<!)**-I + ' . 

Ч а с т н ы й с л у ч а й ф, а, Ь, с = cdnst. Тогда система (!&)—». 
0 1 ) превращается в систему алгебраических уравнений, решения ко-
торой существуют только при огаределенных . значениях Е, а ф может 
принимать только дваг значения: 0 или t.' 

2* . , •. • - Уг 



4. Калибровочные преобразования в сфёрически-симметричном 
анзаце 

Как хорошо известно, .модельный; лагранжиан (1) , рассматривае-
мый в данной работе, является калибровочно-инвариантным относи-
тельно локальных., преабразований из группы SU (2). При этом век-
тор-лотенциал и волновая функция кварка преобразуются следующим 
образом: ..'--

¥ ( * ) - * « > ( * ) ¥ ' ( * ) ; ( * ) ¥ ( * ) ; .-: 

• ->• (дАур-1 -— wd^co-1 , 

где (о (х) = ехр (— iBa (х) TJ; &а (х) — параметры группы. 
Выбирая специальный вид калибровочных преобразований, не из-

меняющих вида выбранного анзаца (4), Оа—пав>(г), для инфини-
тезимальных преобразований компонент полевого потенциала получим 

: + e a P v © р 4 dvSa; 
ё ' . . ~ ; . - , 

функции a{r) , Ь(г) , с (г) и ф (г) будут преобразовываться по законам 

ф->-ф, a a + b®, 
b - + b — a © , с ->•с—'Г©'. 
Калибровочная инвариантность лагранжиана (1) для рассматри-

ваемого анзаца отражает' факт существования остаточной группы 
симметрии решений. Зафиксировав калибровку (т. е. выбрав опреде-
ленный вид функции ©(г)), можно исключить нефизические степени 
свободы, «е влияющие на наблюдаемые величины. Определим @(г) 
так, чтобы одна из функций a( r ) , b(r) или с(г) была равна нулю. 
Тогда полученная'система из четырех уравнений будет содержать три 
неизвестные, при этом независимыми будут'только три уравнения. 

5. Заключение ; 

В настоящей работе получена самосогласованная система урав-
нений движения поля ЯМ с учетом тока кварков и приведены неко-
торые решения этой системы. Уравнения -движения рассматривались 
при использований параметризации (4) потенциала поля, предложен-
ной для описания сферически-симметричных решений для цветовой 
группы SU (2). Показано, что решения монопольного и дионного типа 
могут быть получены без Введения дополнительного взаимодействия 
со скалярными полями—бозонами Хиггса. В данной системе чисто 
хромоэлектрическое лоле может существовать только при. равенстве 
нулю энергии кварка Е, в то время как чисто хромомагнитное поле 
может иметь место для определенных конфигураций (п. 3(26)) при лю-
бых значениях Е . V 

В заключение отметим, что поиск, точных решений' в теории поля 
ЯМ, взаимодействующего с полями материи, связан прежде всего с 
учетом нелинейных эффектов. Это необходимо", например, при построе-
нии моделей вакуума. Как известно, в некоторых случаях [2] одно-
петлевой вклад в эффективное действие имеет мнимую часть, что. ука-
зывает на существование тахионной моды. В этом случае представ-
ляется интересным определить состояние (вакуум), в которое будет 

8 



перестраиваться нестабильная конфигурация под действием -квантовых 
в о з м у щ е н и й . Этот в о п р о с н е м о ж е т быть решен в однопетлевом при-
ближении из-за учета существенно непертурбативных эффектов. Не-
обходимость изучения их влияния становится особенно важной в связи 
с расходимостью формально построенного ряда теории возмущения 
для пертурбативного вакуума (когда Л"==0) в инфракрасной области 
малых импульсов, что связано с отсутствием в этой области малого 
параметра. Поиск точных решений-- один из методов, позволяющих 
выйти за рамки стандартной теории, возмущений. Существует другой 
метод, основанный на исследовании уравнения Швингера—Дайсбна 
для глюонного пропагатора в инфракрасной области (см., напр. [9, 
10]). Полученные из ИК-лагранжианбв нелинейные уравнения для 
компонент вектор-потенциала также учитывают непертурбативные эф-
фекты взаимодействия полей. Точные решения этих уравнений обсуж-
дались, например, в работе [11]. 

Учет взаимодействия полей ЯМ с полями материи (кварками) 
может приводить также и к восстановлению интегрируемости системы 
уравнений (2), что становится актуальным в связи с обсуждавшейся 
проблемой стохастичности сферически-симметричных решений уравне-
ний ЯМ [12]. 

Авторы признательны проф. В. Ч, Жуковскому за ценные заме-
чания при обсуждении статьи. , • 
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РАЗЛОЖЕНИЕ ПО СТЕПЕНЯМ ПЛОТНОСТИ ДЛЯ РАДИАЛЬНОЙ 
ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СИСТЕМЫ ТВЕРДЫХ СФЕР 

П. Н. Николаев, Е. В. Олейник 
(кафедра квантовой статистики и теории поля) 

Д о сих пор были известны значения первых четырех функций, зависящих от 
расстояния г в разложении радиальной функции распределения р(г) в ряд по степе-
ням плотности р системы твердых сфер. В работе найдено значение пятой функции 
на основе использования метода ускоренной сходимости рядов теории возмущений. 
Также дано выражение для бинарной функции распределения, хорошо описывающей 
результаты машинного эксперимента для системы твердых сфер. . < 


