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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ДИФРАКЦИИ РЕНТГЕНОВСКИХ ЛУЧЕЙ 
В ТВЕРДОТЕЛЬНЫХ СВЕРХРЕШЕТКАХ СО СЛУЧАЙНЫМИ 
ФЛУКТУАЦИЯМИ ПАРАМЕТРОВ СТРУКТУРЫ 

И. Р. Прудников 
(кафедра физики твердого тела) 

Развита статистическая теория кинематической рентгеновской дифракции в по-
лупроводниковых композиционных сверхрешетках (CP) GaAs/Al*Gai-xAs, 
GaAs/GaAsxPi-x й т. д. со случайными флуктуациями толщины периода или кон-
центрации твердого раствора в слоях СР. Получены аналитические выражения для 
угловых зависимостей когерентной и некогерентной (диффузной) компонент интен-
сивности рассеянного излучения. Приведены оценки влияния диффузного поглощения 
когерентного поля в CP на интенсивности сателлитов. 

Введение 

Твердотельные сверхрешетки (CP) из полупроводниковых мате-
риалов широко используются при создании различных приборов и 
устройств микро- и оптоэлектроники [1]. Развитие теории рентгенов-
ской дифракции (РД) в CP необходимо для разработки методов не-
разрушающего контроля их строения и представляет собой важную 
проблему дифракционной кристаллооптики. В настоящее время доста-
точно полно развита теория Р Д (как кинематическая, так и динами-
ческая) в одномерных CP со строго периодическим законом измене-
ния электронной плотности и/или периода кристаллической решетки 
[2—5]. Однако многие CP из-за несовершенства технологии их изготов-
ления характеризуются различными дефектами строения и отклонени-
ями от периодического закона изменения параметров структуры. Тем 
не менее количество публикаций, посвященных теоретическому иссле-
дованию или численному моделированию Р Д в таких неидеальных CP, 
относительно невелико [6—10]. 

Одной из моделей строения неидеальных CP является модель слу-
чайных флуктуаций (отклонений от среднего значения) толщины пе-
риода и/или концентрации твердого раствора в слоях CP (компози-
ционные CP типа GaAs/AlxGai-^As, GaAs/GaAsxPi_x и т. д. [Г]). Чис-
ленное моделирование кинематической Р Д на подобной неидеальной 
CP проведено в работах [8, 9]. Согласно [8, 9] флуктуации толщины 
периода приводят к ослаблению интенсивностей сателлитов, причем у 
сателлитов больших порядков интенсивность ослабляется сильнее, чем 
у сателлитов малых порядков. В [8] не содержится никаких заключе-
ний о* влиянии флуктуаций концентрации твердого раствора на интен-
сивность отраженного излучения, а в [9] указано только, что это влия-
ние несущественно. 

В настоящей статье проведено последовательное аналитическое 
решение задачи кинематической Р Д на CP со случайными флуктуа-
циями толщины периода или концентрации твердого раствора в ее 
слоях и получены выражения, описывающие угловые распределения 
когерентной и некогерентной интенсивностей рассеянного излучения. 

Вычисление когерентной и полной интенсивностей 

Рассмотрим задачу двухволновой Р Д по Брэггу в симметричной 
геометрии на CP со случайными флуктуациями толщины периода Г 
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или концентрации твердого раствора х. Будем считать, что каждый 
период CP состоит из двух монокристаллических полупроводниковых 
слоев с толщинами U и 1ц, где T=li + lu. Представим выражения для 
указанных параметров в виде 

T ^ ( T ) + 6 T j , / 1 7 = < / 1 > + 6 / 1 / , / ! ! / = ( / „ > + 6 * 1 1 / , (1) 

x j = { x ) + bx } , (2) 

где Tj и Xj — толщина /-го периода и концентрация, отвечающая слою 
твердого раствора в /-м периоде соответственно; / — номер периода, 
отсчитываемый от входной поверхности CP; j=l,...,N, где N—полное 
число периодов в CP; h,- и 1щ — толщины полупроводниковых слоев, 
образующих /-й период; <Т> и <хУ — средняя толщина периода CP и 
средняя концентрация твердого раствора в ее слоях, где знак <...) оз-
начает статистическое усреднение; </i> и </ц> — средние толщины по-
лупроводниковых слоев, (Т) = (/[) + (/ц); S7j, б б/ц/, 8xj — флуктуа-
ционные (случайные) компоненты соответствующих параметров,, где 
•6T^ = 6/i/ + 6iii/, (8Tj)=0, (Ыц) — 0, (6п / ) = 0, {dxj)=0. Согласно (1) 
и (2) флуктуации толщины периода и концентрации твердого раство-
ра зависят только от номера периода /, т. е. рассматриваемая задача 
является одномерной. 

Выражение для комплексного коэффициента отражения (ККО) 
CP в кинематическом приближении можно представить в виде [53: 

= + г д е / i — ККО первого периода CP, t\ — комплексный 
коэффициент пропускания (ККП) первого периода CP, RN-i — ККО 
структуры, состоящей из (N—1) периодов. Используя эту формулу как 
рекуррентное соотношение, выразим ККО RN через ККО г,- и ККП t,-
отдельных периодов (/==1,..., N): 

N 

R n = Y , s h (3) 
/ = i 
/ - 1 

тде Sy- = r j F I tl, t0 = 1. В отсутствие флуктуаций (61ц = 0,б/п/ = 0, 8xj = 0) 
k=0 

r,-=r, tj=t (j==l,..., N), где г и t— ККО и ККП одного периода в слу-
чае идеально периодической CP, и выражение (3) является суммой N 
членов геометрической прогрессии [5]. 

В соответствии с представлениями (1), (2) ККО CP RN напишем 
в виде суммы 

R n = ( R n ) + 8 R n , (4) 

где <RNy описывает когерентную, а 6Rn — некогерентную (диффуз-
ную) компоненту рассеянной на CP рентгеновской волны, <6/?лг>=0. 
Найдем явное выражение для когерентной составляющей <RN>. Для 

N 

этого проведем статистическое усреднение формулы (3): (RN) = V (Sj), 

где (5 , ) = ( 0 П 4 ) . Будем считать, что толщины отдельных по-
£=0 

лупроводниковых слоев CP (концентрации твердого раствора, отвеча-
ющие отдельным слоям) статистически независимы друг от друга, т, е. 

( Ы ц б 1 и ) = 0 , < 6 / п / 6 / ш ) = 0 , < 6 х ^ ) = 0 , 
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где i=f j, i, j= 1, . . N, и (81щ81и) = 0, где i, /= 1, N.. Это пред-
положение справедливо, если значения параметров (1), (2) какого-
либо слоя в CP никак не влияют на значения аналогичных парамет-

1 

ров любого другого слоя СР. В таком случае имеем <Sj) = (О) П (f i ) . 
k=0 

Предположим также, что параметры Т,, 1ц, 1щ и Xj являются прост-
ранственно однородными [11]. Тогда одномерные плотности вероятно-
сти этих величин не зависят от номера периода /. Следовательно, не 
зависят от номера j и средние значения </•/>, <//2>. Поэтому оконча-
тельно для когерентной компоненты <Rn~> получаем следующее выра-
жение: 

N 

<#л-> = < о £ (5) 
/=1 

где <г) = ( 0 ) , (t2) = ( t f ) (!=1 N). 

Найдем явный вид <г> и </2>. Рассмотрим сначала модель флук-
туаций толщины периода (1), т. е. положим в (2) бх,=0. Выражения 
для ККО Г/ и квадрата ККП tf /-го периода имеют вид [5] 

О = r u + tf — tfjtuj, (6) 
где Гц и Гц/—ККО первого и второго слоев, образующих /-й период, /ц 

ехр (1фр / р / ) — 1] 2 
и / щ - К К П этих слоев, rpJ = Ap , tp{ — exp(iq>plpJ), Ар = 

Фр ' 
= nCp%y(%.s\nbBp), = + = — р = 
— [, II, где к—длина волны излучения, %0'е—фурье-компоненты поляри-
зуемости, С—поляризационный множитель, -Ов — угол Брэгга, Д# — 
угловая отстройка от угла Брэгга, k=2п/Х — волновой вектор. Пусть 
вероятности параметров h, и /щ распределены по нормальному (гаус-
совскому) закону. Тогда усредняя (6), имеем 

( r ) = ( r l ) + { t \ ) { r l l ) t ( t 2 ) = ( t i ) ( t u ) , ( 7 а ) 

где 

<ri.n> = Л1,Ц (CDI.II— l)/«Pi.n, ( ^ п ) = Ф и ь (76)' 

Ф1,и = exp {t Re ф1,ц (h,u)} exp { — ( f i u l (/i,n) + (1/2) (Re «pi.nCTi.n)2)}, jai.h == 
= 2л; Im X? s i n ^SI.BII) — коэффициенты фотоэлектрического поглощения 
в первом и втором слоях, о2

и = ((811]->ц1)^)—дисперсии толщин слоев l\-s 
и 1щ. Для простоты положим = Дисперсия периода сг2 = о'2-1-
-f- (т2

х = 2а2. Использование гауссовского распределения при усреднении (6) 
не является обязательным. Выбор конкретного закона распределения 
вероятностей для усреднения должен быть связан ,с информацией о 
способе изготовления СР. Заметим, что в формуле (76) фигурируют 
функции <DI,II, которые представляют собой характеристические функ-
ции случайных параметров 1ц и 1щ- Характеристические функции из-
вестны в аналитическом виде для многих законов распределения ве-
роятностей [12]. 

В соответствии с (7а, б) и (5) флуктуации периода (1) приводят 
к диффузному поглощению когерентного поля в кристалле со CP и 
ослаблению интенсивности когерентной компоненты рассеянной вол-
ны. Под диффузным поглощением будем подразумевать отток части 
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интенсивности когерентной компоненты поля, вызванный диффузным 
рассеянием. Перепишем выражение для <̂ 2> (7а) в виде <t2>=t2E, где-
^2=exp{t (ф1</1> +1ф11</ц>)} — квадрат ККП одного периода CP в от-
сутствие флуктуаций (6/i/=0, 6/ц/=0) , 

Е = е х р { i - ( ( R e ф 1 ) 2 + ( R e Ф п ) 2 ) (T^J. (8), 

С учетом этого обозначения (5) примет вид 
N 

(Rn) = </•> S (^r1 Е'-1 = {г) (l-t2NEN)/(\-t*E). (9) 

Функция £ / - 1 = е х р { —(1/2)[((Неф1)2 + (Кеф11)2)о20—1)]} в (9) представ-
ляет собой статический фактор Дебая—Валлера, который в средах со 
слоистой неоднородностью зависит от номера слоя / [13]. Напомним, 
что при кинематической Р Д на кристалле с однородно распределен-
ными дефектами когерентная интенсивность рассеянной волны 7С— 
=ехр(—L)70 , где ехр(—L)—статический фактор Дебая—Валлера, 
70 — интенсивность отражения от идеального кристалла [14]. Соглас-
но формуле (9) в случае Р Д на CP выражение для когерентной ин-
тенсивности /с=< |#лг|2> нельзя представить в такой же форме, что и 
7С, так как фактор Дебая—Валлера является переменной величиной 
и его нельзя вынести за знак суммы в (9). 

Исследуем влияние диффузного поглощения на интенсивности 
максимумов отраженного излучения — сателлитов. Угловое положе-
ние сателлита с номером т определяется из условия [5] Re<pi</i> + 
+ Re9n</n>=2jtm, m = 0 , + 1 , . . . . Если величина рассогласования &= 
= (ац—ai)/ai периодов кристаллической решетки первого (ai) и вто-
рого (ап) слоев мала: e<Cl, то из указанного соотношения следует 

Re ф1>п ^ (2 лт + Лф (/n>i ))/(Т), 

где Дф=& (28sin# 5 I + 6.x/sin#BI), бх = Хп—X?- в случае, когда период CP 
достаточно мал и выполняется неравенство Лф (/i.ii) -С 2л, имеем для 
ReфIДI : ReфIlII ^ (Аф(/Пд>/(Г)) при т = 0, ReфIlп ~ 2пт/{Т) при 

1. Подставляя эти выражения в (8), получаем 

Е = ехр 

Е = ехр 

( W 2 + (*н>8) 
V 2 { T ) 

2nma 
{T) 

(m=0), 

i\m\>\). I 
(10> 

Формулы (10), (9) показывают, что величина диффузного поглощения 
увеличивается с ростом \ т \ . Поэтому чем выше порядок сателлита, 
тем сильнее ослабление его интенсивности, вызванное диффузным по-
глощением. Этот вывод согласуется с результатами численного моде-
лирования Р Д на CP с флуктуациями толщины периода [8, 9]. Соглас-
но (10), (9) диффузным поглощением можно пренебречь, если E N ~ 1 

или V̂ {Аф(( / 1 ) 2 +( /„ ) 2 ) 2 а / ( / 2 ( Г ) ) } 2 < 1 для т=0 и N {2птаЦТУ)2<С 
< 1 для | т | > 1 . Рассмотрим, например, отражение (400) излучения 
СиКа ОТ CP GaAs/AUGai-xAs с (Т) = 218А, (1^=96 А, < / „ )=122А, 
{х) = 0,3,^ = 20 [9]. В рассматриваемом случае диффузным поглощени-
ем когерентной волны можно пренебречь при условии cr2<t: 1,6-104 А2 
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для т — 0 , (Т2<60А2 для т = ± 1, <*2< 15А2 для т = ± 2 . Таким об-
разом, уже при достаточно малой величине стандартного отклонения 
0 = 6 А влияние диффузного поглощения на интенсивности сателлитов 
с номерами | т | > 1 является существенным. 

Исследуем теперь задачу Р Д на CP со случайными флуктуация-
ми концентрации (2) (полагаем в (1) 6/i/=0, б/п/=0) и найдем явный 
вид <г> и </2>, фигурирующих в (5). Для определенности рассмотрим 
CP GaAs/ALeGai-jcAs. Пусть слой GaAs имеет толщину U, а слой твер-
дого раствора ALGai-xAs — толщину 1п. Учитывая (2), ККО г/ и 
квадрат ККП t? /-го периода запишем в виде (ср. с (6)) 

Г] = гх + t\rnj, /• = t\tuh (11) 
где ККО г\ и ККП ti не зависят от концентрации х,- и являются де-
терминированными функциями. Фурье-компоненты поляризуемости 

и период кристаллической решетки а щ твердого раствора зави-
сят от Xj и, следовательно, являются флуктуирующими параметрами. 
Поэтому коэффициенты rUj и tuj имеют вид 

i Л 
Гщ = 1'Ащ J exp {г'фп/z} dz, t\n = exp {/<pn//H}, 

о 

где An и фц определены ранее (см. пояснения к формуле (6)). ККО 
гп/ для удобства дальнейших вычислений представлен в интегральной 
форме. Разложим Ащ и -фц/ в ряд по флуктуациям бх,- и ограничимся 
линейными по bxf членами разложения: 

Ащ « Ап + {dAiy/dxj) 8xj, <рщ ^ фп + (дущ/дх,) 6xJt 

где Ац и фц — значения рассматриваемых параметров в отсутствие 
флуктуаций (бХ/=0). Будем считать, что Ащ^Ац, Т. е. пренебрегаем 
малой добавкой к ККО гщ, связанной с флуктуациями амплитуды 
А.п/. Дифференцируя функцию фц/ по Xj и учитывая только члены 
первого порядка малости, получим 

дЬц 
dxj 

= 2k s in $ В цУСе 0 , 
Xj= U) 

где so — относительное рассогласование периодов кристаллическои ре-
шетки GaAs и AlAs, Ж = (сп -Ь2с12)/сц — множитель, который учиты-
вает действие возникающих в CP упругих сил, сп, с12 — упругие по-
стоянные твердого раствора ALGai_xAs [9]. Тогда, принимая во вни-
м а н и е , ч т о Auj~Au, ф п / ~ ф п + 2& s i n Ф в п З ^ е о б я / , и у с р е д н я я (11 ) т а к 
же как и (6), имеем 

( r ) - r I + ^ ( r I I ) , (12) 

где (гп) = {iAulu Ул/(2иал)} exp (—v) {erf (iv) — erf (iv — uax)}, (t2
n) = 

= exp {ttpn/п} exp {— ( ц п / ц + u2tf*)}, u = У2 k sin ®виЖе01п, al=((8xj)2) — 
дисперсия концентрации, v=9 n / n / (2«a x ) , erf (y)~интеграл вероятностей [15]. 
При выводе формулы для <гц> сначала была проведена операция ус-
реднения, а затем — операция интегрирования по г. 

Из (12) следует, что флуктуации концентрации (2), так же как и 
флуктуации толщины периода (1), приводят к диффузному рассея-
нию поля в СР. Однако в случае модели (2) диффузное поглощение 
когерентного поля в CP не зависит от порядка сателлита, т. е. ослаб-
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ление интенсивности одинаково для всех максимумов. Согласно (12) 
и (5) влиянием диффузного поглощения можно пренебречь, если ст*2<С 
<С(Ми2)~>. Для отражения (400) излучения СиКа от CP с 7=218 А, 
/ i=96A, /ц=122А, <хУ=0,3, N=20 диффузное поглощение несуществен-
но, когда ог*2<0,05. 

В соответствии с представлением (4) полная интенсивность отра-
женного от CP излучения является суммой когерентной 
( / с = № > | 2 ) и диффузной (/d=< |б/?л?|2>) интенсивностей: I t = h + h . 

N 

Найдем явное выражение для It. Согласно (3) I t ~ У! ( S j S j ) , где 
i,i= 1 

/ - 1 i—1 

(SjS*i)=(rf П tl-rt П (О 2 / - Д л я упрощения дальнейших вычислений 
fo=0 р=0 

будем пренебрегать фотоэлектрическим поглощением поля в СР. 
В этом случае произведение t j t f = 1 и выражение для <S/S,-*> примет 
вид 

( < И 2 ) 0 = 0 . 

( (r*)((trr){(tr)i4~l ( / < 0 . 

где ( k | 2 ) = ( | o | 2 ) , (t2r*) ={tYj) (/= 1, ..., N). При выводе (13) были 
использованы те же допущения, что и при выводе (5). В (13) фигу-
рируют корреляторы (t2r*) и ((/*)2г). Появление этих корреляторов 
связано с тем, что в выражении для SjSi* встречается произведение 
двух коэффициентов; t\ и г\ (или (4)2 и г7) с одинаковыми значениями 
индексов k и i (р и /) . Указанные коэффициенты являются статисти-
чески зависимыми и их следует усреднять совместно. Используя (13), 
нетрудно получить для It следующую формулу: 

It=N < ir|2> + 2 R e ^ , (14) 
I /г\ (t2r*) \ / (t2)N 1 \ 

где т = \ — ^ • J -f — ^ у - J . В отсутствие флуктуаций из (5) и 

(14) находим: 7^=/ с=/ 0 , где /0 — интенсивность волны, отраженной от 
идеально периодической CP с периодом <Г> и концентрацией твердого 
раствора <хУ. Вычисление явного вида <И 2 > и <t2r*> в (14) прово-
дится по аналогии с выводом (7а) и (12). Так, в случае модели (1) 

<l ' ' l ' ) = ( k i l ' > + <l^il4><|r I I |«>-f2Re((r I(^)"> (гп>*), 
(15) 

(t2r*) = ф , ф п (в; + Ghol exp {(Re Ф1(Т)2}), 

где < In ,п | а ) - S I A j . n A p ^ n K l - R e O j . n ) , (r, = (A/<Pi) (1 — ФГ), 
( K I I 4 } ~ 1 , Gi.li ^ HI.IIAPI.II) (Ф1.пехр{^еф1,па)2}— 1), (/•„) определен; 
в (76). В случае модели (2) 

(IГ Г2) = I Г, | •2 + I f, I •' { | г„ Г») + 2 Re (г, (/г*)2 (Гц)*), . (16)? 

(t2r*) = t? (г! ( ^ - ( А п / А и ) ^ ) ) , 

г д е ( k n | 2 > = | J M ^ - | 2 . { у л I erf (g) + e x p ( - £ 2 ) - i V n v r erf (ivr) — 

— exp (vf)-f-K. c.}, vr = Rev, ^=ivr-\-uaxt к. с. — комплексно сопряженные,. 
(гп)> определены ранее (см. пояснения к (12)). 
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Таким образом, формулы (5), (14), (7а), (12), (15), (16) полно-
стью определяют / с и It. При этом величину диффузной интенсивности 
можно найти с помощью формулы I d =I t—h- Рассчитанные по фор-
муле (14) (с учетом и фотоэлектрического поглощения) угловые за-
висимости полной интенсивности для модели (1) приведены на рис. 1 

1-10, отн.ед. 

830 860 
угл. с 

2510 2540 2570 2600 

Д&,угл.с 

Рис. 1. Угловые распределения интенсивностей сателлитов (для модели 
(1)) с номерами m = 1 (а) и 3 (б) в случае отражения (400) излучения 
Си К« (сигма-поляризация) от CP GaAs/ALGai-^As (ДФ — угловая от-
стройка от угла Брэгга, равного 33,03°): 1 — полная интенсивность It 
для стандартного отклонения а = 4 А, 2 — интенсивность отражения /о 
от идеальной CP ( о = 0 ) . Средние параметры CP: </i}=96 A, <^i) = 122 А, 

<х>=0,3, N=75 
и для модели (2) — на рис. 2. Из рис. 1 следует, что с увеличением 
порядка сателлита усиливается ослабление его максимальной интен-

I-W, отн.ед. 

At, угл. с 
2510 2540 2570 2600 

Atf, угл. с 
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Рис. 2. Угловые распределения интенсивностей сателлитов (для мо-
дели (2)) с т = 1 (а) и 3 (б): I — интенсивность It для а х = 0 Д , 
2 — интенсивность / 0 ( а = 0 ) . Порядок отражения, излучение и 

средние параметры) CP те же, что и для рис. I 



•сивности: / 0 / /г~1,35 для т = 1, 4,9 для т = 3 . Согласно рис. 2 
ослабление максимальной интенсивности не зависит от порядка сател-
лита: /0 / /*«1,3. На рис. 3 пред-
ставлены угловые распределе-
ния интенсивностей Ic, h для 
моделей (1), (2). 

В заключение отметим, что 
в настоящей статье исследова-
ло влияние флуктуации каж-
дого из параметров (1), (2) на 
спектр отраженного от CP из-
лучения. Однако полученные 
общие формулы (5), (14) спра-
ведливы и в случае одновре-
менных флуктуаций толщины 
периода и концентрации твер-
дого раствора в слоях СР. Из-
менится только явный вид фи-
гурирующих в этих формулах 
средних величин. Кроме того, 
упомянутые выше формулы 
справедливы также для более 
сложных моделей CP, например, для трапециевидной [3]. Эта модель 
описывает CP с переходными слоями. 
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Рис. 3. Угловые распределения когерент-
ной 1С Ц) и диффузной 1а (2) интенсив-
ностей сателлита с т = 1; а —1 для моде-
ли (1), сг=2 А; б — для модели (2), о х = 
= 0,05. Порядок отражения, излучение и 
средние параметры CP те же, что и для 

рис. 1 
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