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УДК 537.86 
О «ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ» ОПТИМАЛЬНОГО АЛГОРИТМА ОБНАРУЖЕНИЯ 
СИГНАЛА В ГРАВИТАЦИОННО-ВОЛНОВОМ ЭКСПЕРИМЕНТЕ 

А. В. Гусев, В. В. Кулагин 
(ГАИШ) 

Исследуется устойчивость оптимального алгоритма обнаружения полезного сиг-
нала в гравитационно-волновом эксперименте к изменению априорных сведений о па-
раметрах внешнего воздействия и динамических параметрах гравитационного детек-
тора веберовского типа. 

I. Пороговая чувствительность твердотельных гравитационных ан-
тенн (ТГА) как единого измерительного комплекса, состоящего из 
собственно гравитационного детектора (высокодобротный механиче-
ский резонатор) и электромеханического преобразователя, определяет-
ся следующей формулой [1, 2]: 

( / l 0 )min= ( W / ) (QcOoToAF)-*, (1) 

где ho—амплитуда вариации метрики; ат
2 — дисперсия тепловых шу-

мов; I, Q и юо=2я/о—длина, добротность и резонансная частота; т0 — 
длительность гравитационно-волнового (ГВ) импульса; F — коэффици-
ент шума электромеханического преобразователя. 

При обобщенном анализе шумов в ТГА используется стандартная 
методика описания шумящих линейных систем [3]. Эквивалентная по 
шумам схема ТГА, соответствующая 1-й системе электродинамических. 
аналогий [4], приведена на рис. 1. 

Рис. 1 
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Здесь Zs(p)=Lp+R+l/(pC)—импеданс входного контура: L, С 
ш R — «масса», «гибкость» и «коэффициент трения» механического ос-
сциллятора; p=d/dt; [Zik{p)] — характеристические Z-параметры элект-
ромеханического преобразователя как четырехполюсника; S — полез-
ный сигнал; V=Z2l(p)i—выходное напряжение, i = Z2\(p)V— «на-

блюдаемая» переменная в эквивалентной по шумам схеме линейного 
четырехполюсника. 

Источники шумов в системе: 1) е0 — тепловые шумы входного кон-
тура со спектральной плотностью N0=2kTR, где k — постоянная Больц-
мана, Т — физическая температура; 2) сторонние ланжевеновские ис-
точники и h—pq% как «причина» собственных шумов электромехани-
ческого преобразователя [3]! 

В дальнейшем будем предполагать, что ех и q2 — независимые 
„дельта-коррелированные процессы: 

Kei(x)=Nt6(x), Kq2(x)=N28(x). 

Минимальный коэффициент шума F такого преобразователя опре-
деляется следующей формулой [2]: 

F(x0)=F1F2(x0)^F2(x О). , (2) 

; Здесь 

F^l+NJNo; F2{Xo)=Xo(exp{—xQ}+Xo+l)-K (3) 

где Xq=$z0, $=lGT2Fxl{N2x*)r\ т * = а - 1 — время релаксации ТГА. 
Можно показать, что для любых х 

(l/x)<F2(x)-l^(2/x). (4) 

Формула (4) существенно упрощает расчет минимального коэф-
фициента шума F для реального датчика в типичной ситуации для 
ТГА с непосредственной связью механической системы и электроме-
ханического преобразователя, когда N ^ N 0 . 

При выводе формул (2) и (3) предполагалось, что выходной сиг-
нал V поступает на вход оптимального приемника, синтез которого 
предполагает наличие априорной информации о форме полезного сиг-
нала 5 и реактивных (для системы с малой диссипацией) параметрах 
ТГА. 

Цель работы: анализ «чувствительности» оптимального алгоритма 
обнаружения ГВ-импульса к отклонению длительности ГВ-импульса то 
и резонансной частоты ТГА ©о относительно ожидаемых (априорных) 
значений: 

Х—(Хо)рг, О>о= («о )рг-

2. Уравнения движения ТГА в одночастотном режиме [2] следую-
щие: 

[pL0+Яо+ (рС0)=L0 (р2 + 2ар + c o 0
2 ) ^ i + е, 

q=qi+<l2, (5) 

где Lq, Ro И С0 — эквивалентные динамические параметры системы; 
12a=RJL0, коо2—(^оСо)-1; q\=p~lix, q=p~4; e = e 0 + e i ; !k — случайная ве-
личина, принимающая на интервале наблюдения два возможных зна-
чения: А=1 при наличии сигнала и А=0 при его отсутствии. 
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В дальнейшем будет использована стандартная модель ГВ-импуль-
са в виде резонансного цуга с прямоугольной огибающей 

S(t)=S0A(t) sin d)0t, 

где Л (0 = 1 при 0<г<то и А ( 0 = 0 при *<0 и *>0. 
В эксперименте резонансная частота ТГА <оо и длительность ГВ-

импульса т0 могут отличаться от априорных (ожидаемых) значений а»0 = 
= (©о)рт и Т=(То)рг: 

< о о = « о + А , |А|<Со)о; To-Ct. 

Принимая во внимание систему уравнений (5), в квазигармониче-
ском приближении имеем 

q ^ a i c o s a s o i — & i s i n < o 0 / + < 7 2 , ( 6 ) 

М О - — * S o « ( f ) + n i ( f ) , bx\t)=n2{t). (7> 

Здесь 
u(t)-<->M0(/G))=—еЛВ(/Ю) (/Ш + А ) - 1 , A(t) +-*Л0(/<О) = 

=[1—ехр{—/а)т0>]/ (/'©); e==(2L(jcDo)_1; 

n i ( 0 и n2(t)—независимые гауссовские экспоненциально-коррелиро-
ванные шумы: 

Вх (т) = В 2 (т) =В(т) =ае
2ехр{—а | т |}, 

где ае
2=<Ут2р1=г2МоРх/а. -

Пусть G(f) — сигнал локального гетеродина. Тогда на выходе со-
ответствующего синхронного детектора с учетом выражения (6) имеем 

H(t)*[G(t)q(t)]^alco&M—blsmAt+'Ha, (8) 
где Н(t) —импульсная характеристика фильтра низких частот; ка — 
белый шум, функция корреляции которого определяется формулой 

Bxa(r)=2N26(x). 
Подстановка выражения (7) в формулу (8) приводит к следующей 

формуле: 
а « XSoti cos At+па+%а, (9) 

где na=(aiCOs At—&isin Д/ |А=0) — гауссовская помеха с функцией кор-
реляции 

Впа (т) —В (т) cos Дт. 
Аддитивная смесь сигнала и шума (9) поступает на вход линей-

ного приемника, максимизирующего отношение сигнал/шум при нуле-
вой расстройке Д = 0 и совпадении длительности ГВ-импульса то с ожи-
даемой, То=Т. 

При неограниченном интервале наблюдения —оо<^<оо и извест-
ном моменте прихода T' полезного сигнала S(T—F) оптимальное уст-
ройство можно реализовать в виде одноканального корреляционного 
приемника, формирующего переменную [5] 

оо оо 

М0 = Ко 5 a (t) р (t)dt~K0 (2л) - 1 ^ аа (/©) р« (/со) Жо, (10) 
—оо —оо 

где Ко — произвольный масштабный коэффициент; a(t) ^aa(j<i}); 
p(f) -<-̂ PO(/(D), p ( 0 — о п о р н ы й сигнал, спектр Фурье которого опреде-
ляется следующей формулой: 
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р4/ю)~Р 2 (Р 2+ю 2 ) _ 10—ехр{—/юг)) , (11) 
где введенный выше параметр 

Из выражений (10) и (11) находим , 
оо 

М 0 ^ К 0 ( 2 к ) - 1 | а а (/со) р2ф2 + « 2 ) - 1 (1 — ехр {/шт})^со. (12) 
— оо 

Для обнаружения полезного сигнала с неизвестным моментом при-
хода оптимальное устройство содержит дополнительный блок оценки 
неизвестного параметра t ' [51 и может быть реализовано либо в виде 
многоканального корреляционного при-
емника, либо в виде пассивного опти-
мального фильтра, структурная схема 
которого приведена на рис. 2. На этом 
рисунке использованы следующие 
обозначения: 1—линейный фильтр 
Винера с передаточной функцией 

/Ci« (/«) =/СоЭ2 (Э2+<02) ехр { — J M , 

2 — линия задержки, время задержки которой та определяется ожи-
даемой длительностью ГВ-импульса т=(то)рг.' та=т. 

В формуле (13) tm—U—t0 — момент наблюдения: M(t0)= 
=М0. 

3. Принимая во внимание выражение (12), находим среднее зна-
чение <М0У случайной величины М0 при наличии полезного сигнала на 
входе (Я=*1): 

Шо>«(/Со5оето/2)Г1(1+^)-1 , т 0<т? (14) 
Здесь 

Г1=лсо—1-(лго-( 1 -bcos —cos2<p[l—ехр{—х}—cosgx0(exp{—х0)— 
—ехр{— (х—х0) >) 1—sin 2ф sin %xQ (ехр{—д:0> + ехр{— (х,—х0)}), 

где *о=0то<:*=Рт? |=А/Р; cos2<p=(l— ga) / (1-Н£2), sin2Ф=2Е/( . 
Для ТГА рассматриваемого типа с непосредственной связью меха-

нической системы и электромеханического преобразователя и для ре-
алистической оценки длительности ГВ-импульса то=Ю~3с имеем л:0<С1. 
Тогда в линейном приближении по малому параметру х0 получим 

Г 1 Г ю = (cos lx—ехр{—х}), х0->~0. (15) 
Так как Гю не зависит от длительности ГВ-импульса то, то фор-

мулу (15) можно использовать для оценки сигнальной характеристи-
ки ТГА при простейшей модели ГВ-импульса, встречающейся в ли-
тературе [6]: 

S(t)~(S0x0)8(t). 
Дисперсия ст0

2 случайной величины М0 (12) определяется следую-
щей формулой: ' • 

оо ' 
сГо = К1(2пГ1 J [2-1 (со — Д) + (о> + Д)) + 2iV3] j рш (/со) | 2 rfco, 

— 

где Ва (со) =2оге
2а (со2+ а2) -<-»-В (х) =сте

2 ехр {—а | т |}. 
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Используя стандартную методику вычисления определенных ин-
тегралов, находим 

G<?—K<?02 (2т/т*) (1+ |2 ) -1Г 2 . (16) 
Здесь 
r 2 =i -4x[ l+Yi 2 ^s inc 2 (g i /2 ) ]+ (1/2)[(1—ехр {— х)) {сх + с2) — 

— ^ е х р {—£}}}; г = £ / ( 2 а ) > 1 ; c V - W + g2), с 2=2(1—3| 2) . 

Отметим, что ае
2(2т/т*) =»аг2(2т/т*)—дисперсия тепловых шумов 

на выходе разностного звена [1]. 
Для малой расстройки Л2<С02 при g2<Cl имеем 
T s ^ j e - ' a - f e x p i — i } — l + v ( ^ ) 2 s i n c 2 ( ^ / 2 ) } . (17) 

Отношение сигнал/шум (S/JV) на выходе приемного устройства 
равно 

S(N=<MO>2/GO2=(SO2XO)((2NOF*), . ^ 

где \F* — коэффициент шума при расстроенном приеме то<т и Д¥=0: 

F*=F\ (т/то) Г2/Г12. (18) 
Подстановка формул (14) и (17) в выражение (18) приводит к 

следующему результату: 

P*«[*0(cos££—ехр {—i))2]"1 [ i + e x p {—£}—1 + 

.+v(P) 2 s inc 2 (g i /2 ) ] , (19) 

где | | | < 1 . 
Из основной формулы (19) для двух предельных возможных си-

туаций и x<Cl находим 

F* « Uocos2^]-'Llx+4."Y sin2 ( P / 2 ) ]== ( Т / Т 0 ) COS-2AT[1 + 

-f 2 (т*/т) sin2 (AT/2) ], x » l , 

i 7 * » (2^o)_1 П + (Р/а)12]= (2рто)-1 [1 + (т*/т)А2т/р], i < l . (20) 

Так как тСт*, зависимость коэффициента шума от величины рас-
стройки А=<О0—(Do оказывается сильной. Допустимые уходы резонанс-
ной частоты ТГА ©о относительно ожидаемой <о0 определяются следу-
ющими формулами: 

J Ami < (2TT*)"~'/s, Х>1- ( Amj < (р/т*)1/а. (21) 

Предполагая, что условия (21) выполнены, имеем из (20) 

F*~(X/то)»1, * » 1 ; ^«2 / (рто)« / 7 ш 1 п, i < l . 

Пусть тр={3-) — время установления колебаний в линейном филь-
тре 1 (см. рис. 2), импульсная характеристика которого определяется 
формулой 

Ki it) = .(/Со/2) ехр {—р | t-tm |} — Ki* (/со). 

Тогда, выбирая время задержки ха=х таким образом, чтобы т^-Стр, 
обеспечиваем разрешающую способность ТГА, близкую к пороговой 
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(1), (2). «Чувствительность» системы к возможным уходам резонанс-
ной частоты минимальна (см. (21)). В противоположной ситуации 
Td^>TP коэффициент шума ТГА резко возрастает, а устойчивость систе-
мы к уходам резонансной частоты падает. 

4. Применение ТГА для «геофизических» наблюдений ( т о ^ т ^ т ^ 
^>тр) стимулирует оценку коэффициента шума F* при Х0**Х^>1, когда 

Г1«1 + cos (AT) , Г2 « 1 + (2т*/т) (тв/т) sin2 (Лт?2). 
Подстановка этих соотношений в выражение (18) позволяет оп-

ределить зависимость коэффициента шума F* от величины расстрой-
ки Д. 

5. Для ТГА типа «Geograph» (Италия [6]) или «Snail» («Улитка», 
ГАИШ МГУ) с пьезопреобразователем как датчиком малых смещений 
параметр {3 можно рассчитать по следующей формуле [71: 

р « (0г2а/ (2kTQrn) )Ч'К2ет (\~К2еш) (ULr) Я 
где 7о—300 К, гп — шумовое сопротивление предусилителя; Кет и d — 
коэффициент электромеханической связи и пьезомодуль керамики 
ТБЦС; /Сет«0,41, <Ы01 2«200 Кл/Н; L R — длина резонатора, 1м; 
/ — характерная величина, зависящая от конструктивных особенностей 
пьезопреобразователя: 1 ^ 2 /о, to — толщина пьезотаблетки. 

Для типичных параметров неохлаждаемых ТГА <тг«2-10-14 см, 
а » 5 - 1 0 - 2 Гц, 2кТоГп^ц2-Ю -18 В2-с (ri — численный коэффициент по-
рядка единиц) и 6 см имеем 

Гц, тР«0,4т1 с. 

Авторы выражают благодарность В. Н. Руденко за внимание к 
работе. 
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