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НЕКОТОРЫЕ НОВЫЕ СООТНОШЕНИЯ ТЕНЗОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

В. И. Григорьев, И. П. Денисова 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

Получены выражения для коэффициентов разложения jV-й степени произволь-
ного тензора второго ранга в JV-мерном псевдоримановом пространстве, удобные для 
аналитических исследований, и установлены некоторые новые соотношения тензорной 
алгебры. 

Установление различных алгебраических соотношений для степе-
ней тензоров второго ранга в Af-мерном псевдоримановом пространст-
ве Rp,N-P представляет несомненный интерес для различных нелиней-
ных, а также многомерных моделей теории поля и гравитации, так 
как данные соотношения позволяют существенно упростить проведение 
вычислений и дают указания к нахождению интегрируемых комбина-
ций. 

В работах [1, 2] было показано, что N-я степень тензора второго 
ранга в jV-мерном псевдоримановом пространстве может быть выра-
жена через низшие степени этого тензора и их инварианты. Развитый 
з этих работах метод позволяет установить ряд новых соотношений 
13], которые расширяют возможности применения тензорной алгебры 
в теоретической физике. 

Пусть в АА-мерном псевдоримановом пространстве Rp tN-p, т. е. про-
странстве, сигнатура метрики которого содержит р знаков «плюс» и 

N—р знаков «минус», задан некоторый ковариантный тензор второго 
ранга ^¥ni{x). Назовем 5-й степенью данного тензора т е н з о р ( я ) , 

построенный из произведения s тензоров ^ « / ( я ) , индексы которых 
свернуты метрическим тензором gik по правилу 

= Чппь^Чъпн • • . j T 5 - 1 

s ' 
Сворачивая оставшиеся индексы в этом выражении, получим ин-

вариант 5-й степени этого тензора: 

Y ( S ) «Г*. 

При 5 = 0 в соответствии с этим определением будем полагать 
= giu> в результате чего инвариант нулевой степени любого тен-

зора второго ранга совпадает с размерностью пространства: 
В работе [1] показано, что N-я степень произвольного тензора вто-

рого ранга в Af-мерном псевдоримановом пространстве является ли-
нейной комбинацией низших степеней этого же тензора: 

(1) 

3 

S=1 



где коэффициенты Y<s) определяются рекуррентным уравнением 
s—1 

У ( s ) = L 2 У1"*' У(к), S = 1, 2, , . . , N, (2) 
S 

fc=0 

а У<°>— любое, не равное нулю число. Определитель тензора ^ ( x ) 
непосредственно связан с коэффициентом У(ЛГ): 

det = (— 1)^ ^ (3) 
учО) 

где g — определитель метрического тензора gik. Если тензор Wmi^x) 
является невырожденным (detH^m/H^O), то можно определить обрат-
ный к нему тензор %и в соответствии с равенством ^ ^ ( х ) % п =Ь 1

т . 
Этот тензор, как показано в работе [2], имеет вид 

= - тЬг Ё 4r""-s-,) ' (4) 
s--=0 

Таким образом, соотношения (1), (3) и (4) существенно зависят 
от коэффициентов y<s>, которые могут быть получены из рекуррентно-
го уравнения (2). Однако для аналитических исследований рекуррент-
ное соотношение (2), выражающее коэффициенты F<s> как функции ин-
вариантов, оказывается не всегда удобным. Поэтому представляет ин-
терес поиск иных соотношений, связывающих F (s) с инвариантами сте-
пеней тензора Ч'т/С*:). Одно из таких соотношений мы сейчас уста-
новим. 

Изменим в выражении (2) индекс суммирования k на п так, что-
бы n=s—k. В результате получим 

Sy(s) + £ урШ) y{s-n) = q ^ 
п= 1 

Воспользуемся формулой [4], используемой при делении степен-
ных рядов: 

оо 
2 bk x k 

— — < 6 > * , «О LJ 
2 akxk к=° 

k—0 

где коэффициенты ck находятся из рекуррентного уравнения 
s 

cs—М—— У] ancs-n = 0. 1 (7> 
а0 LU га= 1 

Сравнивая формулы (5) и (7), легко заметить, что они совпада-
ют, если выбрать 

ak = , ch = NY{k), bk — (N — k)Y(k). 
N 

Следовательно, выражение (6) можно записать в виде 



2 ( t f - fc)y<*>X* 
= (8) 

fe=0 

Вводя обозначения 
ОО 00 

/e=0 k=0 

выражение (8) приведем к виду 

ах 

Решая это дифференциальное уравнение, получим 

£ (х) = С0 exp U N — A(x) d x 

Учитывая, что W w = N , получим 

4 ( k ) x k 1 Ъ(х) = С0ехр (10) 

Сравнивая выражения (9) и (10) при *=0 , найдем, что Со=У(0). 
Так как F(0) — любое, не равное нулю число, то для удобства поло-
жим У<0)=1. Тогда окончательно будем иметь 

оо оо 

k=\ 

y(k) xk 
(П) 

Это решение и позволяет определить F<s> как функцию инвариан-
тов степеней тензора *F/OT. Продифференцируем соотношение (11) !s 
раз по х и положим х—0. В результате получим 

y ( s ) = lim — — exp f —V^ 1, (12) 
x-+o s\ dxs Ц k J ' 

k—\ 

Используя понятие вычета, это выражение можно записать в ви-
де интеграла по комплексной плоскости: 

I Г dZ Г Y4 ¥<fe> Zk 1 ,10. 
Г Ф е х р [ — 2 J — i — J • ( 1 3 ) 2я£ 

г+ ~ k=l 

где Г+ — произвольный малый ( | z | < l ) контур, охватывающий по-
люс 2 = 0 подынтегральной функции и обходимый в положительном на-
правлении. 

Полученное выражение (13) позволяет не только исследовать ана-
литическую зависимость y ( s ) от инвариантов степеней тензора Ч ш в 
произвольном псевдоримановом пространстве Rp^ -p , но и установить 
ряд полезных соотношений для антисимметричных тензоров второго 
ранга a i k=—a ku В частности, несложно доказать, что все коэффици-



енты F<2s+1), входящие в соотношения (1), (3) и (4) и имеющие нечет-
ный индекс, для любого антисимметричного тензора равны нулю. 
Действительно, так как четная степень антисимметричного тензора 
представляет собой симметричный, а нечетная степень — антисиммет-
ричный тензор, то все инварианты нечетной степени этого тензора бу-
дут равны нулю: a ( 2 s + 1 ) =0. Поэтому выражение для коэффициентов 
y(2s+i) в С И Лу равенства (12) в рассматриваемом случае будет содер-
жать лишь четные степени х и примет вид 

оо 
F<2s+ = lim I ^ L exp ( - У a ( )x%k 1. 

( 2 s+ l ) ! dx2S+1 \ Id 2k 

Функция, стоящая в показателе экспоненты, является четной от-
носительно х. Если теперь взять производную по х нечетного порядка 
от этой функции, то в результате получим нечетную функцию х, ко-
торая при стремлении х к нулю с необходимостью обратится в нуль. 
Следовательно, y(2s+1)=o для любого антисимметричного тензора. 

В силу соотношения (1) этот результат, в частности, означает, что 
N-я степень антисимметричного тензора второго ранга в пространстве 
Rp,n-p является комбинацией четных степеней тензора аш, если раз-
мерность пространства N — четное число, и нечетных степеней тен-
зора a,ik, если размерность пространства N нечетна: 

[Л72] 

S = l 

Кроме того, из соотношения (3) следует, что в пространстве не-
четной размерности N=2M+l определитель любого антисимметрич-
ного тензора тождественно равен нулю. Поэтому тензор %и, обратный 
к антисимметричному тензору atk, можно построить только в простран-
стве четной размерности N-=2M при условии У^ФО и в этом прост-
ранстве он будет иметь вид 

АГ-1 

s = 0 

Таким образом, тензор %li(x) является комбинацией нечетных сте-
пеней тензора а^ . 

При проведении различных расчетов в теории поля часто необхо-
димо проводить коммутацию двух матриц, причем зачастую эти мат-
рицы имеют самый общий вид. В теории гравитации аналогичная за-
дача возникает для свертки двух тензоров второго ранга. Решение 
некоторых из этих задач позволяет упростить следующее утверж-
дение. 

Результат последовательного «протаскивания» произвольного тен-
зора <рim через N—1 степень любого тензора второго ранга'Ч/~тт в псев-доримановом пространстве Rp,N-p определяется выражением 

. . . - У ( 2 ) [ ф Ж Г 3 Ч + . . . ч г В ^ ч й ] -

- У(1) [ Ф М Г 2 Ч + • • • + т | г я ) ч 4 ] + 

е 



+ + i^ik + Y { l ) g i k ] + . . . 

+ + . . . (14) 

причем коэффициенты У<«> = Y<«> "»P ((Ai)) определяются из выражения (13). 
Для доказательства этого утверждения построим вспомогатель-

ный тензор 
Ф1" __ PPIPA---PN Р WKIMK2 -M-I MI FN

KN—I 

' N ' 

где EPlp2"'pN— абсолютно антисимметричная аксиальная плотность 

Леви-Чивиты. 
Это выражение может быть упрощено двумя путями. С одной сто-

роны, можно учесть, что 

6Й ••• 6Й 

«Й eg . . . fift # 

8 У 8 У • • • b P N 
k t k 2 t n 

С другой стороны, можно использовать соотношение 

• -PN ^ wK
PL... = Eklk2- • -kN . de t IIYmll. 

Приравнивая выражения, полученные при расчете двумя этими 
методами, и умножая полученное соотношение слева на Gh w =(4V) _ 1 , 
после довольно громоздких тождественных преобразований приходим 
к формуле (14), где коэффициенты У<s> определяются из выражения 
(13). Таким образом, в соответствии с этим выражением* результат 
«протаскивания» тензора <рim через N—1-ю степень тензора Wmk вы-
ражается через низшие степени этого тензора. 

С л е д с т в и е 1. Сопоставляя компонентам тензора <pik элементы 
матрицы iV-ro порядка А, а компонентам тензора Wl

m элементы мат-
рицы В, получим матричный аналог формулы (14): 

ABN~l+BABN~2 + . . .BN~X A = - Y w [ A B n ~ 2 + BABn-3 + 

•+ . . ,BN-2 Л ] - У ( 2 ) [ A B N - 3 + B A B N - 4 + . . . + BN~3 A ) -

— . . . — Y(N~X) A+Bn~x • T r (A) + BN~2 [ T r (BA) + У ( 1 ) • T r ( A ) ] + 

+ BN~3 [Tr (B2A) + У(1) • Tr (BA) + У(2) • Tr (Л)] + . . . + 

+ В [ T r ( .BN~2 A) + У ( 1 ) • T r (BN~3 A) + У ( 2 ) • T r (BN~A A) + 

+ . Т г ( Л ) ] + £ [ Т г ( В ^ - 1 Л ) + У<1> - T t ( B n ~ 2 A ) + 

-f У(2) • Tr (BN~3 A) + . . . -f y ( J V _ 1 ) • Tr (A) ], 

где E — единичная матрица, а У в ы р а ж а е т с я формулой, аналогичной 
формуле (13): 
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С л е д с т в и е 2. В случае <p/m=4fzm выражение (14), как неслож-
но убедиться, переходит в соотношение (2). 

С л е д с т в и е 3. В случае, когда тензор <рim с точностью до кон-
формного множителя совпадает с метрическим тензором gim, выраже-
ние (14), как и следовало ожидать, превращается в тривиальное ра-
венство. 
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ФИНСЛЕРОВА НЕЛИНЕЙНАЯ ИНВАРИАНТНОСТЬ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ЛОРЕНЦА 

Г. С. Асанов 

(кафедра теоретической физики) 

Показано, что специально-релятивистская финслерова метрическая функция ин-
вариантна относительно нелинейной реализации преобразований Лоренца. 

1. Введение 

Пусть М — пространственно-временное многообразие, Тх — каса-
тельное пространство, опирающееся на;некоторую фиксированную точ-
ку л ;еМ, а ур — компоненты касательных векторов у^Тх относитель-
но натурального репера. Индексы Р, Q, ... = 0 , 1, 2, 3. Через Тм* мы 
обозначим пространство, дуальное к Тх, так что контравариантные век-
торы принадлежат Тх, а ковариантные векторы принадлежат Тх*. 

Пусть F(у)—некоторая фиксированная финслерова метрическая 
функция, рассматриваемая на Тх. Мы назовем пару { T x , F ( y ) } прост-
ранством F4. Может оказаться, что функция F(y) инвариантна отно-
сительно некоторой Гд-параметрической группы нелинейных преобра-
зований 
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