
{ 

сопротивления f l l . Однако для средних й крупных чаСтиц, начиная с 
некоторого числа Рейнольдса потока, имеет место отклонение от ли-
нейного закона. 

Таким образом, определяя из уравнения (1) с учетом (2) коэф-
фициент сопротивления Ср, из соотношения (3) легко получить расчет-
ную формулу для параметра нелинейности /г: 

п = log vt/(a> d} 
° Р 
а (6) 

На рисунке приведен трафик зависимости параметра нелинейности 
п от числа Рейнольдса потока Re. Каждая из семейства кривых по-
строена для определенной 
крупности частиц. Для случая, 
когда Re схановится больше 
некоторого критического зна-
чения, взаимодействие потока* 
со средними и крупными (бо-
лее 10 мкм) частицами носит 
'нелинейный характер, опреде-
ляющий замедление частиц 
этих фракций в турбулентном 
потоке жидкости.' . 
Итак, установлено, что при пе-
реходе от ламинарного дви-
жения жидкости к турбулент-
ному для частиц малой круп-
ноСти необходимо учитывать 
нелинейность их взаимодействия с потоком. 

График зависимости параметра нели-
нейности п от числа Рейнольдса лото-, 
ка для частиц крупностью 8—12 ( Л . 
12—16 (2), 16—20 (3) и 20—24 мкм 

(4) 
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НОВЫЙ ТИП УЕДИНЕННЫХ ВОЛН НА В О Д Е 

С. А. Арсеньев, М . Ж Вахрушев, Н. К. Шелковников 

(кафедра физики моря и вор суши) 

Рассматривается задача описания нелинейных процессов, управляющих распро-
странением уединенных волн на воде. Классическая теория Кортевёга—де Фриза 
обобщается на случай учета нелинейного взаимодействия амплитудной и частотной 
дисперсий. Полученные формулы, предсказывающие уединенную волйу нового типа, 
проверяются с помощью лабораторных экспериментов. I 
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Уединенные волны на воде экспериментально открыты Дж. Рассе-
лом в 1834 г. Существовавшая к тому времени линейная теория не 
описывала подобные волны. Теоретические поиски Буссинеска, Рэлея, 
Кортевега и де Фриза [1] показали тем не менее, что учет нелинейно-
сти в первом приближении дает возможность, получить колоколообраз-
ный импульс типа уединенной волны, движущийся со скоростью 

жении, Н — глубина невозмущенной воды, г]0— максимальное возму-
щение ее уровня, g — ускорение силы тяжести. Экспериментальные 
проверки теории, основанной на уравнении Кортевега—де Фриза, в Ла-
бораторных каналах показали, что она удовлетворительно описывает 
стадию распада первоначального прямоугольного возмущающего им-
пульса на дуг уединенных волн [2]. В большом канале гидрофизиче-
ской лаборатории МГУ [3] и 36-метровом канале Гренобльского уни-
верситета во Франции [4—6], однако, наблюдались выходящие за пре-
делы ошибок измерений, но не объясненные отклонения формы волны 
от классического решения. х 

По нашему мнению, подобные отклонения можно устранить, учи-
тывая второе, третье и последующие высшие, приближения. Попытки, 
построения уточненных теорий длинных волн предпринимались в^ра-
ботах 17—10], которые критиковались в статьях [11, 12], где, в частно-
сти, указано, что использованные ряды являются расходящимися и мо-
гут служить лишь для получения оценочных, асимптотических формул. 
По этой причине основное внимание необходимо уделять главным — 
полуторному, второму и третьему приближениям, причем наилучшими 
параметрами разложения, обеспечивающими сходимость рядов, явля-
ются малые параметры амплитудной а=а/Н (а — амплитуда) и час-
тотной р=# 2 /Я 2 -(А, — длина волны) дисперсий [13, 14]. 

В настоящей статье мы рассмотрим полуторное) приближение в 
теории нелинейных длинных волн на воде, учитывающее нелинейное 
взаимодействие амплитудной и частотной дисперсий. Эксперименты по 
проверке теории проводились в лабораторном прямоугольном канале 
физического факультета МГУ размерами 15X15X330 см. Уединенная 
волна возбуждалась волнопродуктором, двигающим стенку, параллель-
ную торцу канала, и на расстоянии 2 м от источника фотографирова-
лась на фоне координатной-сетки через прозрачную боковую стенку 
канала. Погрешность измерений уровня воды фотографическим мето-
дом связана только с ценой деления координатной сетки и в наших 
экспериментах составляла 1 мм. . 

Будем исходить из системы уравнений для возмущенного уровня г] 
и средней скорости течения U, полученной во втором приближении в 
работе [14]: 

П х - (Р«/120) д5
ххххх U+ 0 ф 3 ) = 0 

П ? - ф 2 / 4 5 ) d 5
x x x x iU+0(§ 3) = 0, 

'ххххх 

л; 

(1) 

(2) 

где 

Ils = <Vl+ .d / / - f + (сф/3) {dt (r\c?XXU) 

- 3 d , (y\dltU)~ дх (Ud2
xx U) -f (3 /2 )^ f (dxU)% 

(3) 

(4) 

82 



Уравнения (1) —(4) записаны в безразмерных переменных:; 
х—хЧК z=z'/H, t=t'c0/h в-системе координат, с осью z', направленной 
вверх от горизонтально-однородной поверхности дна, и осью х', на-
правленной вдоль направления распространения волны. Возмущенный 
уровень воды г]' отсчитывается вверх от невозмущенного уровня z'=H< 
Штрихованными буквами обозначены обычные размерные величины. 
Символ дх обозначает частную производную д/дх. 

Интересующее нас полуторное приближение получается из (1) — 
(4J при отсутствии квадратичных по а и 3 членов, но с учетом скре-
щенных произведений а|3, описывающих,нелинейные амплитудно-час-
тотные взаимодействия: -

Пх + 0 ( Р 2 ) - 0 , П2 + 0(Р2) = 0. (5) 

Следуя [14], будем искать решение системы (2) — (5) в виде 

. и=ц + аА + $В + сфС, . (6> 

где А(ц), В(г)) и С ('г)) — не определенные пока функции уровня rj. 
Подставляя (6) в (2) —(5) , найдем 

дЯ + алг] + а [дхА + дх (п 2 ) ] + $дхВ + а р \дхС~дх ( г ]б) ] + • 

; + О (а 2 , р 2) = 0 , 5 (7) 

д Л + дхЦ + а [dtA 4 (1 /2 ) дх ( л 2 ) ] + Р \dTB-( 1/3) d3
XXTR)]+ 

+ а р {д(С + дх ( П 5 ) ~ ( 1 / 3 ) d3
xxiA + ( 1 / 3 ) 5 , (Пд2

ххУ)У-дх (t|d£n) — 

- (1 /3 ) а Л ( t i a L л ) + (1 /2 ) д х [(аЛг|)21} - f о (а 2 , р 2 ) - о . щ 

Из уравнения (8) необходимо исключить производные функций А, 
В и С по времени t, используя' первое приближение, которое дает урав-
нение Кортевега—де Фриза [1] 

д Л = ~дхП-(3/2) ат) а , т } _ (р /6 ) дг
хххц-f О ( а р ) . (9 ) 

• Учитывая (9), имеем ; 

а ^ г ] — ( т ) а \ \ д ^ А д х ц — (Р/6) d n 4 a L *T) . ; , 

Отсюда находим, учитывая равенство д^=^&хА(дхц)~х , что 

dtA= ~дхА-(3/2)-((3/6)дхАдь
хххц ( d , ^ 1 - fO(p a ) , (10) 

й аналогично для производных dtB и dtC. Подставляя их в (8), полу-
чим 

дМ + дхП - адхА + р [ _ + (1/3) д3
ххх т] - дхС + 

0(а 2 , Р2) = 0. (11) 

п» = (1/3) дхА— ( Щ д ^ А д ^ ц (дхцу1 — (3/2) ащдхВ + Ь Л
 f 

+(1/2) a L (r)d,T])- (i/3)T]dLT]+(5/6) a ^ a L i i + V 

+ (1/2) дх 1(дхч)2] -I- О (а2, Р2) = 0. . . . . . . . . . . . 
Сравнивая (11) с (7), получим следующую систему уравнений для? 

определения функций А, В и С : > 

а и = ( - 1 / 4 ) а л * 1 2 ) , д х в = ( Щ д 3
х х х у ) , а Л с = ( 1/2) п 3 . 

4* - • 8-3 



Интегрируя ее, получим : • 

А — (— 1/4)ri2, B=( l /6 )aLri , С = (1/4)[г\д2
ххг\ + (5/6)(^п)'], (12) 

причем постоянные интегрирования при изучении солитонных решений, 
затухающих на бесконечности, можно положить равными нулю. 

Подставляя (12) в (7) или (8), находим эволюционное уравнение 
для уровня: " 

' д(ц + дхц + (3/2) ar]^ii + (р/6) д3
хХхц + (5/12) сф [ц (д3

хххг]) + 

+ 2(дхцд1ц\ + 0 ( а \ Р2) = 0. (13) 

Оно является более точным, чем уравнение Кортевега—де Фриза (9), 
и переходит в него при «р=0 . Уравнение (13), выведенное здесь нами 
для поверхностных уединенных волн на щэде конечной глубины, только 
коэффициентами отличается от уравнения Кунина, полученного для 
волн деформаций в упругой среде с неоднородностями [15]. 

Заменим в (13) т) на |=—т). Введем обозначения 

За/2 =/г , р/6 = /2, 4сф /12=т (14) 

и будем искать, решение (13) в виде установившейся уединенной вол-
ны i==6(s), s—x—vt, движущейся с безразмерной скоростью v=c/c0. 
В этом случае уравнение (13) преобразуется к виду 

= a (15) 
v ' d s 2 ds ds* 2 ds [ dsa \ ds ) J 

Интегрируя (15), получим 
+ + = 0 6 , 

Константа интегрирования полагается равной нулю, так как функ-
ция ©(s) считается ограниченной при s-+oo, и уравнение (16) должно 
удовлетворяться решением 6 = ^ = 0 . 

Введем безразмерные переменные 

р = V E I L s ; 1 в . (17) 
21 3(0—1) 

Тогда уравнение (16) принимает вид ( 

— 6#2— 4д = 0. (18) 

Уравнение (18) содержит единственный безразмерный параметр 

6 - = - 3 ( u " 1 ) m . (19) 
Ы2 

Умножая (18) на d§fdp и интегрируя, находим первый интеграл: 

di> 2 , / ft2 + ft3 -4- const / 2 0 ) 
dp У 1 — 6& 

Интересующее нас решение типа уединенной, водны получается из 
(20) йри const=0. Полагая также в (20) 6 > 0 и интегрируя, находим 

р = Arcth £ + У ? arcctg - 7 - + Съ (21) 



где 

и | £ | > 1 . Интеграл (21) описывает несколько ветвей кривой /О-(р) в 
зависимости от изменения параметра £ и значения константы Сi. Вы-
бирая ветвь, соответствующую однозначному гладкому решению ®(р), 
окончательное решение р(Ф) можно записать в параметрической 
форме: -

p=Arc th£ -{ - j /б arcctg 1SI-
У б ' 

Ъ = = Л — £ - < 0 , 5 > 0 , - | £ | > 1. , 

Аналогично случаю б < 0 (б——1) соответствует интеграл j 

р = A r c t h С — У — б Arcth-гт==- + С2. . (24) у—о 

Физически значимая, гладкая ветвь решений (24) выбирается при 
С 2=0, # < 0 , | £ | < 1. Следовательно, 

р = Arcth t — Y ~ b АтсШ - р - Ц г • ^ (25) 

Формулы (23), (25) и представляют искомое решение задачи. 
При 6=0 из (23), (25) получается уединенная волна Кортевега— 

де Фриза: / 

Ф = — sech2p, . * (26) 

соответствующая в размерном виде формуле - • 

T>' = T]0ch 2 

2Н L ) i n 
x' — ct' \ ' л / Зт]0 (27) 

где 

Ло • Л Со 
Ч ' У 

Таким образом, в решении (23), (25) первый член соответствует-
классической теории. Отличие от нее определяется вторым членом, в 
частности, при легко получить асимптотику 

•cos^ 
Уб 

или в размерной форме: 

^ 2 Н ( — — \ ) cos2 . 
Wo / 2ЯУ5/6 

На рис. 1 показаны результаты лабораторных экспериментов и 
• расчетов по полученной формуле (23), а также классическое решение 

(27). Точки соответствуют осредненной форме трех сфотографирован-
ных уединенных во&н, отвечающих одним и тем же начальным услови-
ям: т]о=3,35 см и # = 6 , 0 см. Приведена только левая часть уединен-
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ной волны, поскольку она является зеркальным отражением правой 
части. 

см 

Х,СМ ' ' ' • ' 

Рис. I. Зависимость уровня поверхности воды т] от продольной координаты Л' 
для половины уединенной волны, рассчитанная по формуле (27) — штриховая 
линия (классическая теория) и формуле (23) — сплошная (уточненная тео-

р и я ) . Точки соответствуют наблюдениям в лабораторном канале 



Анализируя рис. 1, можно отметить, что исследованный нами эф-
фект является небольшим, хотя и обнаруживаемым наблюдениями; 
Это верно, однако, только в лабораторных условиях. На рис. 2 в ка-
честве, примера приведен расчет уединенных волн с начальными усло-
виями г]о=10 м и Н = 4 км, соответствующими реальному цунами в оке-
ане [1]. Как видим, отклонение формы уединенной волны, предсказы-
ваемой уравнением (25), от классического решения-является настоль-
ко существенным, что мы можем говорить о новом типе уединенных 
волн на воде, описываемых построенной в данной работе теоретической 
моделью. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект № 95—05—16028—а). 
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МУЛЬТИИОЛЬНЫЕ ГАРМОНИКИ ПОЛЯРИЗАЦИИ РЕЛИКТОВОГО 
ИЗЛУЧЕНИЯ 

' ) 

М. В. Сажин, В. В. Шульга 
(ГАИШ) . 

Ч 
Рассматривается образование поляризации реликтового излучения во время 

стандартной рекомбинации. Вычисляются амплитуды мультипольных гармоник для 
различных показателей спектра (n'=JL и 1,5) и различных видов возмущений: скаляр-
ных возмущений и гравитационных волн. 

1. Мультипольные коэффициенты 

Интенсивность и состояние поляризации электромагнитного поля 
характеризуются тремя независимыми параметрами. В наших обозна-


