
Анализируя рис. 1, можно отметить, что исследованный нами эф-
фект является небольшим, хотя и обнаруживаемым наблюдениями; 
Это верно, однако, только в лабораторных условиях. На рис. 2 в ка-
честве, примера приведен расчет уединенных волн с начальными усло-
виями г]о=10 м и Н = 4 км, соответствующими реальному цунами в оке-
ане [1]. Как видим, отклонение формы уединенной волны, предсказы-
ваемой уравнением (25), от классического решения-является настоль-
ко существенным, что мы можем говорить о новом типе уединенных 
волн на воде, описываемых построенной в данной работе теоретической 
моделью. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект № 95—05—16028—а). 
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Ч 
Рассматривается образование поляризации реликтового излучения во время 

стандартной рекомбинации. Вычисляются амплитуды мультипольных гармоник для 
различных показателей спектра (n'=JL и 1,5) и различных видов возмущений: скаляр-
ных возмущений и гравитационных волн. 

1. Мультипольные коэффициенты 

Интенсивность и состояние поляризации электромагнитного поля 
характеризуются тремя независимыми параметрами. В наших обозна-



чениях это компоненты вектора Стокса //, 1Г и 1и. На практике обычно 
предпочитают пользоваться другими величинами. Чаще всего это так 
называемые параметры Стокса U, Q, V либо полная интенсивность сте-
пени поляризации и положение плоскости поляризации. Другими сло-
вами, существует несколько наборов из трех независимых параметров, 
одинаково адекватно описывающих поляризацию. Для мультипольно-
го разложения наиболее удобны три параметра, которые инвариант-
ны относительно группы вращений сферической системы координат. 
Они представляют собой линейные комбинации параметров Стокса, 
или вектор Стокса. Поясним, почему мы выбираем именно их. Тензор 
Стокса с формальной точки зрения строится из квадратичных по элек-
тромагнитному полю величин Еа, Еь* и является тензором второго ран-
га. Корректное разложение этого тензора по сферическим функциям 
предполагает выделение таких линейных комбинаций его компонент, 
которые при вращении сйстеМы координат преобразуются, не «пере-
путываясь». Именно эти величины и разлагаются в ряд по (вообще 
говоря, обобщенным) сферическим функциям. На формальном языке 
они соответствуют элементам матрицы неприводимого представления 
группы вращений [1]. 

Первый параметр, инвариантный относительно вращений, совпада-
ет с выражением для полной интенсивности света. Сохраним за ним 
его обычное выражение I. Два других параметра обозначим D и Е. 
Окончательно их выражения через компоненты вектора Стокса име-
ют вид ,, 

I = h + ; 

E = Ii—Ir~iIu. 

Именно эти три функции / ; D, Е будем разлагать в ряд по обобщен-
ным сферическим-функциям, чтобы получить амплитуды мультиполь-
ных гармоник. 

Рассмотрим мультипольное разложение величин I, D и Е. Эти 
функции будут разлагаться в ряды по различным обобщенным сфери-
ческим функциям. А именно: полная интенсивность I представляется в 
виде ряда по обычным сферическим функциям: 

. 1 = Ът.пС„,.пКФ, Ф), . 
а две другие, D и Ебудем разлагать в ряд по обобщенным сфериче-
ским функциям Тп'т (ф, 0, 0) и 7 7 2 , т ( ф , 0) от трех углов Эйлера: 
ф, 0, 0 (третий угол тождественно равен нулю) Ш: 

D = HM,NDM,NTL'M(Ф, Е, 0), Ч 

Е = 2 т < п Е т < п Тп 2 - т (Ф, о, 0). . - • 
Выражение Т через углы Эйлера имеет вид* 

T lnmWi, i Ф2) = 1 f 2 2л 

Конкретный вид Тп'т и Тп2'т с учетом нормировки: 

Г 2 > т ( Ф , 0 ) = Г Y ( c o s 0 ) , 
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2 7 2 , m ( q v Щ = Л/ е 1 т ф РП 2 ' Т (cos6) , 
г 4 я 

полиномы выражаются через полиномы Якоби, а формула, связы-
вающая их, выглядит как -

\l-ml U-f-ml U-ffzl 1 /+т] 
• # « ( * ) = ( ! _ * ) 2 (1 + х) 2 Д . 2 ' 2 (X). 

Здесь полином Якоби, s=n— (1/2) ( | l—m | + | l-f т | ) . 
Коэффициенты мультипольного разложения анизотропии и поля-

ризации находятся по выражениям ' ' 

Dn,m~(--iyn У ^ ( I L ~ I f i - i I n ) e - I ^ P L ' m { 0 ) d Q . 

Д л я того чтобы найти величину каждой гармоники, соответствую-
щую главному числу п, достаточно знать амплитуды составляющих 
вектора б при действии на реликтовое излучение только монохромати-
ческой волны гравитационного возмущения. Переход к спектру слу-
чайных гравитационных возмущений, распределенных изотропно, мож-
но осуществлять по следующему правилу. Вначале нужно составить 
сумму модулей гармоник-Сп т вида л 

а затем сделать операцию усреднения по реализациям гравитацион-
ного поля и, наконец, проинтегрировать по dbkdbk'. Как легко убедить-
ся, такая величина будет эквивалентна квадрату амплитуды гармони-
ки с номером п, т. е. формально 

С л ' 2 ^ ^ U ( m \С™&)Спт{к')\). 

Аналогичное выражение. будет справедливо и для амплитуд \Dn\2 и 
\Еп\2. .Верхним пределом интегрирования по к является, очевидно, 
Дгр1, так как найденное решение справедливо только в спектральном 
диапазоне М т ] < 1 . Однако мы будем интегрировать при численных рас-
четах мультипольных коэффициентов вплоть до &=оо, поскольку вклад 
от высоких частот в мультипольные коэффициенты мал. 

Найдем явное выражение для мультипольных- коэффициентов Сп, 
Dn и Еп, Генерируемых гравитационными возмущениями. Невозмущен-

'ная составляющая вектора Стокса дает ненулевой вклад только в мо-
нопольную гармонику-Со, а во все остальные коэффициенты Сп, Dn, 
En, включая D0 и ее вклад будет равей нулю. Флуктуации релик-
тового излучения и его поляризации характеризуются малой добав-
кой 6, и именно через б будут выражаться мультипольные амплитуды 
в разложении полного вектора Т. , •. . " 

Приведем явный вид для гармоник Спт> Dnm, Ennii выраженный че-
рез а , § — амплитуды составляющих вектора б: v 
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• e2i(e (a+—iax) -f 1 ^ e " 2 ^ ( a + + ia x ) J dQ; 
2 

+ l i ± j O ! _ e 2 * ( p , + / p x ) j d Q , 

e
2"p — г-рх) е - 2 ' ' (p+ -j. jpx) j dQ. ; 

Из явного вида величин Cnm, Dnm, Епт, а также из вида величин а, р 
в [2] следует, что для мультипольных коэффициентов, генерируемых 
скалярными возмущениями, от-нуля отличны только коэффициенты, с 
индексами Спо, Dnо и Еп0. Когда в качестве ^возмущений выбирается 
гравитационная волна, от нуля отличны коэффициенты вида 
C D F 
п (±2У> П ( ± 2 ) ' п ( ± 2 ) ' 

Мультипольные коэффициенты анизотропии излучения с низкими 
номерами п=2,3 вычислены в [3J. Вклад амплитуд квадруполя и ок-
туполя в величину поляризации пренебрежимо мал по сравнению с их 
вкладом в величину анизотропии. Так получается потому, что основной 
вклад в квадрупольную и октупольную гармоники дают волны, по по-
рядку величины удовлетворяющие соотношению kr)o~2n. Величина р, 
которая определяет амплитуду поляризации, пропорциональна малым 
множителям (kr\c)2, Mr]. Именно они и приводят к исчезающе малому 
значению амплитуд гармоник с низкими номерами п. 

Мы будем интересоваться только амплитудами поляризации с вы-
сокими значениями номера п. Более конкретно, O l , и все вычисления 
будем производить в этом предположении. 

Поскольку в этой работе коэффициенты мультипольного разложе-
ния поляризации вычисляются впервые, мы подробно изложим метод 
их вычисления. Коэффициенты в разложении функций D и Е, вызван-
ные скалярными возмущениями, равны 

D o " . : 
— = У ( 2 л + 1 ) я W e s i n 3 6 P f (cos6)p(6), . 
/о J 

о 

Е° 
1\ 

гО . " 
— (2/г 1) я I dQ sin3 9 Р~2 '0 (cos 6) р (6). 
о J 

о 

Воспользовавшись свойствами симметрии полиномов Pn
2 '°(cos'9) = 

— Рп (со$6), получаем, что = Еп• Подставив выражение полинома 
Рп'1 (cos6) через полином Якоби Рп-2 , а также явный вид функции 
р (9) , получаем 

В ^ Т / З М Л Л Г 0 ,23 А л к ) С ( ь у Ж Щ З ± х 

/о 4 14 * Цс / М 
1 

X 

-•1 

1 
J ф, (1—(i2)2

 e
tft(ric~Tlo)M' Р1'12(ц). 
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Интеграл по [д, относится к классу табличных и выражается через 
функцию Бесселя Jn+1/2 [ f i (%—Vc)]- Представляя спектр возмущений в 
виде A (k) = Ak~~z'2 f (k), получаем для Dn выражение вида 

Dr, 
I о 

Здесь 

! о Л2 
= 1,02 • 10~3 -^-г— J (« + 1/2). 

( л + 1/2)» 

Г2 
J5/2 

Вычисления проведены для плоского спектра возмущений, т1. е. при 
f(x) = l. Это сделано с целью сравнить поляризацию реликтового из-
лучения (РИ), .вызванную скалярными возмущениями, с поляризаци-
ей РИ, вызванной гравитационными волнами. Амплитуды гармоник в 
мультипольном разложении функции ^ „ возрастают с ростом « до 
/г«80. Максимальное значение приходится на мультиполь с я » 8 0 , и 
его величина есть 

D 8 0 = 1,08 • 10~4Л. ч / . . 

Для я > 8 0 величина D„ начинает- резко падать вплоть до 150, после 
чего амплитуда гармоник существенно не изменяется. - „ . ; 

Среди мультипольных коэффициентов D и Е в случае тензорных 
возмущений метрики от нуля отличны только величины и Е'п2. 
Они выражаются следующим7 образом: 

Здесь 7s, ь Is,2 есть интегралы вида 

Isl = \ + (ii) , 
Л 

—1 

x=k(% — Цс).-

Представляя полиномы Якоби Р Й по формуле Родрига и интег-
рируя по частям, Is,д и Is,2 удается свести к интегралам вида 

^ d\\, (1 ± (х)4 (1 — ц2)п"2 е-1 '^, которые выражаются через функции 
—I / 
Бесселя с полуцелым индексом. Окончательно имеем 

IS1 = V 2 L - t * \ 
г dx* \ )' 
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/ s 2 = V2n (—ix)n~2 e~ix——(eix J ^ ( x ) V 

32 \ ' dxi \ X*-3/2 I 

Для коэффициента Dn получаем -

I D n \*= 2 n + 1 ( °'23 Y f Ay] V x I /о I 32 I 14 ) \ r\c ) 
OO 2 ' 

J кцс 
о . 

Легко видеть, что \Dn\2—[En\2. Подставляя в подынтегральное вы-
ражение спектр вида At (k) =Akrz/2 и оставляя первые неисчезающие 
члены в разложении по степеням (п+1 /2 ) - 1 , получаем 

2 / п+ 1/2 \ 

г з А2 г 5/2 V 30 у , 

(п • 1 / 2 ) 2 J i 3 

1 , 

Амплитуды гармоник Dn возрастают по мере роста номера п до 
п--= 67. Этому номеру соответствует максимальное значение величины 
Dn'. D67=l,65- 10~£AIQ. После этого амплитуды начинают уменьшаться 
вплоть до 170 и далее слегка варьируются, 'не меняя существенно 
своего значения. 

2. Модельные расчеты 

Мы провели расчеты степени поляризаций стандартного HZ спект-
ра скалярных возмущений для двух случаев: с п= 1 и п= 1 Д что со-
гласуется с двухлетними наблюдениями в эксперименте СОВЕ. 

Так как амплитуда спектра и спектральный индекс — две, плохо 
определенные случайные величины, то мы нормировали степень поля-
ризации на среднеквадратичное значение анизотропии, которое брали 
равным <Tr.m.s=30-10~6 К, что соответствует значению амплитуды квад-
рупольной гармоники, посчитанной по спектру HZ: а2=2-10-5 для я = 1 
и а2=1,4- Ю - 5 для п= 1,5. 

В таблице приведена степень поляризации для различных спект-
ральных индексов п скалярных возмущений и гравитационных волн 
при различных значениях FWHM антенны. •• .. -

0 , ° а 

Степень поляризации (в 10~в К) 

0 , ° а 
Скалярные возмущения Гравитационные волны 

0 , ° а 
п = 1 N « = 1,5 п = 1 п = 1,5 

2 0,400 0 ,700 
3 0 ,100 0 ,150 0 ,260 . 0 , 38 
5 0 ,037 0 ,049 0 ,170 0 ,25 
6 • — — 0,130 0 ,18 
7 0 ,019 0 ,023 0 ,130 0 ,18 
9 0,011 0 ,013 0 ,100 0 ,14 

И 0,008 0 ,009 0 ,085 0 ,12 
13 0 ,006 0 ,006 0,072 0 ,10 
15 0 ,004 0 ,004 0 ,062 0 ,09 
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