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АСТРОНОМИЯ 

УДК 521.135 

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ЛАГРАНЖЕВЫХ ТОЧЕК ЛИБРАЦИИ 
В ОГРАНИЧЕННОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ФОТОГРАВИТАЦИОННОЙ 
ЗАДАЧЕ ТРЕХ ТЕЛ 

Л. Г. Лукьянов, А. Ю. Кочеткова 
(ГАИШ) 
Впервые в линейном приближении исследованы области устойчивости для тре-

угольных и прямолинейных точек либрации в ограниченной эллиптической фотограви-
тационной задаче трех тел. 

Введение 

Устойчивость точек либрации в ограниченной эллиптической задаче 
впервые была рассмотрена в работах Денби [1] и Беннета [2]. В 1953 г. 
В. В. Радзиевский [3] сформулировал фото гравитационную ограничен-
ную задачу трех тел, которая затем рассматривалась многими авторами 
[4—8]. Устойчивость точек либрации в ограниченной эллиптической фо-
тогравитационной задаче ранее не исследовалась. 

Постановка задачи 

В ограниченной эллиптической фотогравитационной задаче трех 
тел расстояние г между основными телами Мх и М2-с-вяза-но с истинной 
аномалией «р соотношением 

r = p ( l + e c o s 9 ) - 1 , 

где е — эксцентриситет орбиты, ,а р — фокальный параметр, который 
обычно принимается за единицу измерения длины. Тело бесконечно 
малой массы М0 движется в поле, характеризующемся силовой функ-
цией 

U = + (1) 
Гх Н 

ц 



Здесь — отношение мсдо-дал* lilt* к сумме масс тел Мг и М2, ft- й 
q2 — фотограви^ацщшнйе лшраметры, значения-жощрьщ лежат в ин-
тервале (—с», +1] . Сила светового давления со стороны тела М£ от-
сутствует при qi— 1 и равна силе ньютоновского тяготения, когда </,-=О 
(i= 1, 2). В формуле (1) Г\ и г2 — расстояния от тела малой массы М0 
до тел М\ и М2 соответственно. Единица измерения времени выбрана 
так, что гравитационная постоянная равна единице. 

Положение пассивно гравитирурщего тела описывается в прямо-
угольных координатах х, у, -г. с началом в центре масс основных тел. 
Ось х направлена в сторону тела ю меньшей массой М2. Ось у лежит 
в плоскости движения основных тел, а ось z перпендикулярна плоско-
сти ху и образует с осями х и у правую систему координат. Введем но-
вые переменные rj, £ по формулам 

Ъ=х/г, ц=у/г, Z—zfr. 
В этих переменных, используя вместо времени в качестве незави-

симой переменной истинную аномалию <р, уравнения движения беско-
нечно малой массы можно записать в виде [9]: 

Г - г г ^ О + е с о з ф ) " 1 - ^ - , 

г1" + 2 | ' = ( 1 + ^ с о з Ф ) - 1 (2) 
di) 

£" + £ = 0 +<?cos(p)_1 
ои 

(•)' —производная по ф, 

2 а р 2 

Уравнения в вариациях 

Пусть %=<ч и т ] — — координаты точек либрации (/=1, 5). Из 
уравнений 

DFL I ДО_ 

dl |£=о ' дц 
= О 

£=о 
получаем решения, соответствующие треугольным точкам либрации L4 
и L5: 

, i „ , у / я Г + 4 / 3 , 1 о о а 4 —а б = 2 ~ ~2 ^ г 4 ~ у — + ~Г' Рб=—Р4-

Для прямолинейных точек либрации Lx, L2, Lb решение может 
быть записано в виде 

а /=сг / -ц , Р1=Р2=Эз=0, . / = 1 , 2, 3, 
где ,... ' . . 

" ' - ^ J ^ ^ I ^ t f ^ ; ; : * ( 3 ) 

— l ,0«Ti<0 , 0<а 2 <1 ,0 , l,0<i(j3<2,0. 1 
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В отШше от треутльнУх гбчек велй^ййы т ДМ коЛлйнёарнШ. то^еК 
зависят от р,, и поэтому необходимо решать уравнения (3) для каждого 
йз значений ц. В уравнениях движения (2) делаем замену переменных: 

и= |—а/ , y=ri— 

Уравнения в вариациях примут вид 
u"—2v'= (1 + е cos ф)- 1 \а х х й+Qxgv) , • 

с/'—2и'= (1 + е cos ф)"1 (QyxU+QyyV), (4) 

w"+w=0. 
Для треугольных точек либрации L4 и 

Qxx=1~J—}L-±- + 3 - Ь ^ - Y + 
f x q 7 f 

"xy • у Г ^ Ч ^ 3 {яГ-4'ъУ 1 X 
4 

X 
i Г 4 / 3 г 

,2/3 

Y 4 4 2 

4 4 2 

о _ + 3 ( + « Г - З У . x 
W fr <7a \ 2 4 4 

Для прямолинейных точек Lu iL2r Ц 

XA \ 10/18 W* ) ya \ |а/|» ^ IP/I3 

где p/=i(T/—1. Индекс /=1 , 2, 3 соответствует индексу точки; либрации. 
Третье из уравнений в вариациях описывает простое гармоническое ко-
лебание вдоль оси z. Поэтому далее можно рассматривать только дву-
мерную задачу, решая первые два уравнения из системы (4). 

Нахождение корней характеристичного/ уравнения 

Характеристичные корни для уравнений в вариациях (4) находят-
ся численным методом, основанным на классической теории Флоке [10]. 
Этот метод был применен Денби 11J и Беннеттом [21. Введем новые 
переменные 

Xi**u, x2*evr хг=**и', Х4=г>', 
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тогда уравнения в вариациях принимают вид 

х'=Ах', - (5) 

х = (I 
Ф = ( 1 - j -^COS(p)" 1 . . v.; : ' 

Из теории Флоке известно, что характеристичные корни Si. (k= 
= 1, 2, 3, 4) являются решениями уравнения 

Х(ф) — фундаментальная матрица уравнения (5), 'Т=2л — период'ко-
эффициентов этого уравнения. Если выбрать Х(0)=1, то С—Х(2л)-. 
Когда корни в (6) определены, то четыре нез а виси м ых • и€ктора : реше-
ний X(k) обладают свойством '] ч | 

/е=Т~4. " " vf - — ' .;*•' £ ^ V 
Таким образом, нормальное решение периодично, если s f t = l . 

Когда Х(ф) является линейной комбинацией х&уц • ус^йчивбеть^-точек 
либрации определяется по известным Sk- Система (4) 1 является га-
мильтоновой, и поэтому корнями уравнения (6) будут s,, и .ком-
плексно сопряженные им s и Если все корни лежат на единичной 
окружности, то. точки^ .либрации ?буду^ .устойчивы в первом приближе-
нии. Сущест&оЬаш1е2х^|С ^ „ иЛи„щэдш!£к§ного 
корня неединичнюго модуля приводит к Неустойчивости движенйЪ [2]. 
Характеристичное уравнение имеет вид [2] ,s , ч 

1 + + . % ' Ц .Г (7) 

Поэтому для нахождения к о р н е й вовсе необязательно решать урав-
нение (6). Нужно только найти коэффициенты при кубическим и квад-
ратичном членах;,в_ вйи\с§.язаны*с элементами;с/| .мадаицы Сосле-
дующими сб6тнодрнйями,4?]/ 5 ' ** 

Вычисления , • , -

Четыре вектора решений, из которых состоит матрица С=%12я), 
были получены п р я ш д а Ш т й ф й ^ о т а Н й ^ 
ге—Кутта четвертого порядка с фиксированным шагом. Корни харак-
теристичного урёвШния' (7) Найдены Точ-
НбсЬь-'Вычйс;йНйй: 'уёыМла' с. увеличением с и уменьшением до. ,Для ТФ? 
чек /-4 й точность дд -четьфех знаков после- запятой получалась^прХ 
е<0 ,9 на всем диапазоне значений ц. Для L3 исследования могли быть® 
проведены только при р,>0,3, а для области рт t?<0,9, 

de t (C— Is ) =0 , 

где / — единичная матрица, а 

С = Х - ' ( ф ) Х ( ф + Г ) , • 

(6) 

4 4 4 

р = j cti, 9 = Y Y, 
f^i+Y I 



р,=0 до е>0 ,6 , (.1=1/2 — с точностью до трех знаков после запятой. 
Точность значений Для L2 резко уменьшалась с увеличением е. Значе-' 
ния параметров qx и q2 лежали в интервале [0, 1). Вычисления прово-
дились на IBM PC 386 AT. 

Результаты ' 

1. Т р е у г о л ь н ы е т о ч к и л и б р а ц и и . На рис. 1 на плоскости 
е, (д, изображено; изменение области устойчивости при уменьшении зна-
чения параметра q2. При этом <7i=l=const. Кривая, Представляющая 
случай, когда q

l
 = q

2
=\, совпадает с кривой Денби III. При уменьшении 

^ = const = 7 

Л' 
V ' 

в 

0,7 

0,5 

0,3 

0.1 

. е 
•007 

0,05 

003 

от 

0 0,01 о,оз : . о,о5 ji 

Рис. 1 

%=1 -
X 

~ \ 

.; • м , i 

\ 

" ? \ 

1 К 4 ' . 
0.01 0,03 

Рис. 3 

0,05 jl 

q2 область устойчивости тоже умень-
шается, одновременно "сдвигаясь 
влево. На рис. 2 показан случай, 
когда q2= 1 =const,. а параметр qx 
уменьшался. Относительно кривой 
Денби область устойчивости сдви-
гается вправо. Появление бертикаль-
ного отрезка обусловлено тем, что 
один из корней, лежащих на еди-
ничной окружности, достигает в точ-
ке, лежащей на этом отрезке, зна-
чения, равного —1. Если уменьшать 
qi и q2 по биссектрисе, т. е. q\=q2 = 
= q, то область устойчивости также 
сдвигается вправо («7=0,96, рис. 3). 

\ 
- V ' \ 

\ 

Ч= canst=Г 

.v \ 
- V ' \ 

\ \0,96 
yf 

\ 

| 

\ X \/ / i / f 
>У / 1 

>0,87 

о а 01 0,03 

Рис. 2 

0.05 орл. 

Рис 4 

Рис. 5 

75 



2. П р я м о л и н е й н ы е т о ч к и л и б р а д и и. При исследовании 
корней характеристических уравнений для прямолинейных точек либ-
рации 1L1 и Lz не было обнаружено областей устойчивости. Результаты 
исследований для точки либрации L2 приведены на рис. 4. На этих 
графиках q^q^—q. Когда ^=0,100, область устойчивости ограничена 
кривой, аналогичной кривой Денби для треугольных точек либрации. 
При уменьшении q уменьшается и область устойчивости, стягиваясь к 
началу координат. Если же q увеличивать, то область устойчивости 
также увеличивается, сдвигаясь вправо. При этом точка А стремится 
к прямой ц=0,5. Все кривые симметричны относительно прямой 
=0,5..Когда <7=0,110, точка Л уже перешла в отрезок. Дальнейшее уве-
личение q приводит к тому, что отрезок движется вниз по прямой 
=0,5. На рис. 5 изображен вид области устойчивости при ц, близких 
к нулю. При <7=0,125 движение становится неустойчивым. 

Заключение 

1. Получены области устойчивости в первом приближении для 
треугольных точек либрации в эллиптической 'фотогравитационной огра-
ниченной задаче трех тел. Эти области приведены на рис. 1—3. При 
<h=<72=i результаты совпадают с результатами работы Денби [1]. 

2. Точки либрации Lx и L3 неустойчивы. Для точки L2 получены 
области устойчивости, изображенные на рис. 4, 5. Кривые, ограничива-
ющие область устойчивости, имеют вид, сходный с видом кривой Ден-
би, но при увеличении q область устойчивости видоизменяется и увели-
чивается. Когда q достигает значения 0,125, движение в точке либра-
ции L2 становится неустойчивым. Полученные результаты согласуются 
с известными ранее результатами при е=0. Так, при р,=0,5 и <7i=<72= 
= q для 1 / 9 < 4 < 1/8 точка L2 устойчива 16]. 

При одинаковых значениях параметров прямолинейные и треуголь-
ные точки либрации одновременно устойчивыми быть не могут. Тре-
угольные точки либрации или обе устойчивы, или обе неустойчивы; 
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