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ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ СОЛИТОНЫ В КВАДРАТИЧНО-НЕЛИНЕЙНЫХ 
СРЕДАХ 

А. П. Сухоруков 

(кафедра радиофизики) 

Д а н обзор работ по параметрически связанным трехволновым солитонам в дис-
пергирующей анизотропной среде с квадратичной нелинейностью. Исследуется харак-
тер кооперативного самовоздействия плоских монохроматических волн. Обсуждаются 
свойства пространственных и временных солитонов в рамках квазиоптической теории 
дифракции и второго приближения теории линейной дисперсии с учетом расстройки 
фазовых и групповых скоростей. Рассматривается простая модель взаимофокусировки 
пучков и импульсов в среде с квадратичной нелинейностью. Анализируются биста-
•бильные солитоны в случае интерференции двух каналов реактивного взаимодейст-
вия волновых пакетов при кратном соотношении частот и наличии кубической нели-
нейности. Прослежена эволюция предельно коротких импульсов, описываемая в чис-
ленных экспериментах нелинейными уравнениями Максвелла. Сообщаются резуль-
таты экспериментов по наблюдению оптических солитонов в кристаллах с квадра-
тичной нелинейностью. 

Введение 

Параметрически связанные оптические солитоны на квадратич-
ной нелинейности, существование которых было предсказано более 
20 лет назад [1, 21, привлекают все большее внимание ученых и прак-
тиков. Причем до начала 1990-х гг. публиковались только теоретичес-
кие работы (см., напр., монографию [31). Ситуация резко изменилась 
в 1995 г., когда были сообщены результаты первых экспериментальных 
исследований пространственных солитонов в пленочных и объемных 
оптических кристаллах с квадратичной нелинейностью [4, 51. Безус-
ловно, это послужило мощным толчком к продолжению и развитию 
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таких работ в ведущих научных центрах £ ш А , Австралии, Йталкй М 
других стран. Одновременно происходит лавинообразный рост публи-
каций по теории параметрических солитонов (их число приближается 
к сотне). Д л я обсуждения проблем параметрических солитонов отво-
дятся целые секции на различных конференциях, в частности на кон-
ференции по нелинейным направленным волнам в Калифорнии (1995) 
[6] и на Международной конференции по квантовой электронике (1996) 
[7]. Столь большое внимание к параметрическим солитонам вызвано 
несколькими причинами: большой величиной квадратичной нелиней-
ности (особенно органических материалов) и вследствие этого низким 
порогом образования солитонов, их устойчивостью к малым возмуще-
ниям в отличие от солитонов на кубической нелинейности и, наконец, 
возможностью управления параметрами солитонов оптическими мето-
дами (переключение направления распространения, очистка амплитуд-
ного профиля пучка от мелкомасштабной модуляции и др.) . В дан-
ной работе, доложенной на Ломоносовских чтениях в 1996 г., не ста-
вится задача дать полный обзор обсуждаемой проблемы. Акцент сде-
лан на пионерских работах, выполненных на кафедрах волновых про-
цессов и радиофизики физического факультета МГУ, и последних до-
стижениях в этой весьма перспективной и важной области. 

Надо сказать, что исследования по дифракции оптических и акус-
тических волн в нелинейных средах с применением метода медленно 
меняющихся амплитуд начали развиваться по инициативе Р. В. Хох-
лова с конца 1963 г. В выполнении этих работ принял участие и ав-
тор данного обзора, будучи сначала аспирантом Рема Викторовича, 
а затем его сотрудником. Перенесение метода медленно меняющихся 
амплитуд на волновые пучки естественным образом привело к пара-
болическим уравнениям с мнимым коэффициентом поперечной диф-
фузии. Этот метод стал независимо развиваться во многих научных 
лабораториях разных стран. Первым объектом исследований стали са-
мофокусировка и дефокусировка в средах с керровской, тепловой и 
другими типами нелинейности. В начале 1970-х гг. по инициативе 
Р. В. Хохлова и А. А. Самарского были начаты работы по численно-
му моделированию сильно нелинейных волновых явлений. Вычисли-
тельные эксперименты по трехчастотному взаимодействию волновых 
пучков (или пакетов), подкрепленные оригинальной аналитической 
теорией, привели автора совместно с Ю. Н. Карамзиным к открытию 
двух новых явлений в физике нелинейных волн: взаимофокусировки и 
параметрически связанных солитонов в средах с квадратичной нели-
нейностью. 

1. Нелинейная дисперсия плоских монохроматических волн 

Взаимодействие волн в нелинейной среде сводится к изменению 
амплитуд и фаз вдоль направления распространения. Число волн, уча-
ствующих во взаимодействии, зависит от типа нелинейности и диспер-
сии. Д л я квадратично-нелинейных сред с сильной дисперсией характер-
но трехволновое взаимодействие на частотах й)1 + (02=с0з; в вырожден-
ном случае взаимодействуют 1-я (©i) и 2-я (©2=2(ai) гармоники. Д л я 
этих задач Р. В. Хохлов одним из первых начал развивать теорию 
распространения волн в нелинейной среде с помощью метода Медлен-
но меняющихся амплитуд [81. Особенно плодотворным этот метод ока-
зался в нелинейной оптике [9, 10]. В вырожденном по частоте случае 
поведение плоских монохроматических волн 1-й и 2-й гармоник опи-
сывается следующими укороченными уравнениями для комплексных 
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амплитуд Aj\ 
dAj 
dz + е., ( / = 1 , 2), (1) 

дА 

где Р / = 2 л и ) 1 х 2 / {сщ) —коэффициенты квадратичной нелинейности (для 
оптического кристалла), —2к\ — расстройка волновых векторов. 

В [9, 10] уравнения (1) были детально проанализированы приме-
нительно к типичным задачам нелинейной оптики: генерация 2-й гар-
моники, смешение частот, параметрическое усиление. Такого же типа 
уравнения встречаются в физике плазмы [11], гидродинамике [12], оп-
тоэлектронике [13], оптоакустике [14] и других разделах волновой фи-
зики. Р. В. Хохлов впервые показал, что при фазовом синхронизме, 
А2&=0, П1=Я2, возможна полная перекачка энергии от 1-й ко 2-й гар-
монике: 

где /л/=1/(Рь £ ю ) — д л и н а нелинейного взаимодействия. Если линей-
ные фазовые скорости рассогласованы, Дз&^О, то неоценимую пользу 
приносят два интеграла движения, сохраняющие свои значения на всем 
пути распространения волн: 

Здесь введены действительные амплитуды и фазы: Л / = £ / е х р ( — к р / ) ; 
обобщенная разность фаз Ф * = ф 2 — — о п р е д е л я е т направление 
потока энергии от одной волны к другой. Это хорошо видно из анали-
за хода интегральных кривых /з, семейство которых представлено в 
переменных X = S 2 s i n O и K=B2cos.<£> на рис. 1 [9]. В общем случае 
амплитуды волн испытывают пространственные биения. 

Л а = £ J 0 ch (z/lnl), А2= —iE10th(z/Ial), 
i , 

(2) 

/ , = ПуВ\ + / 3 = В 2 c o s ф + Дд&б?-. (3) 

%.г Ч ? ? 

— S 2 cos Ф различные режймц 
взаимодействия 1-й и 2-й гар-

Рие. 1. Интегральные кривые 
1а (3), описывающие в пере-
менных. X - В} sin Ф' и Y = 

Рис. 2. Зависимость нелиней-
ных добавок к волновым, чис-
лам 1-й. (1) и 2-й (2—4) гар-
моник от амплитуды 2-й гар-
моники при A2fe=0 (2), Д2&<0 

моник р9] 
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Д л я нас главный интерес представляют особые точки типа цент-
ра с координатами Xi,2 = 0 и Yi,2= ± / 3 / у Зл2- Именно в них взаимо-
действие становится чисто реактивным: амплитуды стационарных 
волн постоянны, а меняются только фазы. Это обстоятельство было 
отмечено в работе [9], но тогда не получило должного развития. 

Самовбздействие параметрически связанных волн в среде с квад-
ратичной нелинейностью проще исследовать, положив 

Aj = Ej0 exp ( -iqjz). (4) 

Подставляя (4) в (1), находим уравнения нелинейной дисперсии 
(рис. 2) 

= q% = 2qx—A%k. (5) 

При синхронизме, Д 2 &=0, имеем E\o = 2Elo и д 2 =2|3 1 £ 2 о (линии 1 и 
2). В области Е2О>0, ИЛИ COSO=1, нелинейные приращения волновых 
чисел (показателей преломления) положительны — случай фокусирую-
щей среды. При изменении знака амплитуды 2-й гармоники, £ 2 о < 0 , 
cos ф = — 1 , среда становится дефокусирующей. Иными словами, про^ 
стым изменением фазы 2-й гармоники на я можно кардинально менять 
тип самовоздействия. В то ж е время аналогичное изменение фазы 1-й 
гармоники никак не влияет на характер самовоздействия. Заметим, что 
при когерентной генерации гармоники согласно (2)i устанавливается 
фаза Ф = я / 2 , обеспечивающая максимальную скорость перекачки 
энергии. 

Если Д2&=^0, то линии q2 сдвигаются вправо или влево в зависи-
мости от знака расстройки (прямые 3 и 4). Причем при положитель-
ной расстройке на отрезке Q<p1E2o<A2kj2 решений не существует 
(возникает разрыв линий 1 и 2 ) ; при отрицательных расстройках кар-
тина зеркально отражается. Таким образом, при Д2&>0 возникает по-
рог образования фокусирующих, а при Д2&<0 — дефокусирующих 
свойств квадратично-нелинейной среды. 

По той ж е схеме можно рассмотреть трехволновое : взаимодейст-
вие, описываемое укороченными уравнениями (ср. с (1)) 

г/, = Л 1 ЛИ5ехр( - /А в &г) + к . с. ( / = 1 , 2, 3), (6) 
й г dAj 

где р/=2ясо/%2/(с/г/)', Azk=kb-—kx—k2. Теперь дисперсионные соотноше-
ния для стационарных волн приобретают более сложный вид: 

q.d = qx-\-q2~Abk. (7) 

Ограничимся кратким анализом случая A3&=0. Во-первых, из (7) 
следует, что интенсивность третьей волны не может превысить интен-
сивностей волн на меньших частотах, щЕы ^ пхЕ\ь n2Elo. При нару-
шении этого ограничения система переходит в режим распадной не-
устойчивости третьей волны (параметрического усиления). Во-вторых, 
специфическая нелинейная, дисперсия возникает, если только одна из 
низкочастотных волн, например первая, имеет большую амплитуду 
(по сравнению с остальными). Тогда <7i~0, q2~qz~ (РгРзГ^ю при 
n2Elo— п3Е\о. Характер трехволнового самовоздействия также можно 
менять путем изменения на п фазы любой из трех волн, так как обоб-
щенная разность фаз теперь равна Ф=<р3—<pi—<р2—A^kz. 
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2. Пространственные солитоны на квадратичной нелинейности 

Итак, в отличие от случая кубической нелинейности [15, 16] нё 
йужно искать среду с нужным знаком квадратичной нелинейности. 
Подбором соотношения амплитуд и фаз трех (или двух) взаимодей-
ствующих волн можно придать квадратично-нелинейной среде само-
фокусирующие свойства. Но в таких условиях могут возбуждаться 
(формироваться) пространственные солитоны (нелинейные волново-
ды). Впервые параметрически связанные солитоны были выявлены при 
анализе взаимодействия дифрагирующих пучков основной и второй 
гармоник в среде с квадратичной нелинейностью [1, 2]. Представляя 
дифракцию волнового пучка как поперечную диффузию комплексной 
амплитуды, можно обобщить уравнения (1) на взаимодействие двух-
и трехмерных модулированных волн: 

dAi 

дг 

dU2 

дА* 
(8) 

где Ах — оператор Лапласа в поперечных координатах х, у, 
= 1 / ( 2 * / ) . 

Для системы (8) помимо закона сохранения полной энергии 
1г == ^ {пг\A1\2-\-ni |Л2|2)dxdy можно записать интеграл движения 

/ 3 = ^ [ 2 D 1 ( M 1 ) I v ^ n - P a l V x ^ l 2 -

~ Д2& | Л212— р21 AIaI I COS Ф] dxdy, 

х 

1 у 
2 

Рис. 3. Схематическое изображение пространствен-
ных солитонов 1-й ( / ) и 2-й (2) гармоник, пара-
метрически осязанных через квадратичную нелиней-
ность (штриховыми линиями изображена дифрак-
ция пучков в линейной среде) (а), и амплитудные 

профили двумерных солитонов (б) Ц1] 

характеризующий тип 
взаимодействия пучков 
двух гармоник. В случае 
дифракции пучков в ли-
нейной среде / 3 > 0. В 
квадр атично-нелинейной 
среде за счет сильного 
реактивного взаимодейст-
вия при cos<D=l можно 
сделать / 3 < 0 . Это озна-
чает, что распад волн на 
невзаимодействующие пуч-
ки становится невозмоЖ' 
ным — происходит за-
хват пучков в параметри-
чески связанные солито-
ны, в общем случае ос-
циллирующие (рис. 3, а ) . 

Стационарным соли-
тона м соответствуют пуч-
ки с неизменным ампли-
тудным профилем и не-

линейной добавкой к волновому числу: 

Aj= Вj(x, у) exp (~iqsz), q^2q1—A2k. (9) 

Подстановка (9) в (8) дает уравнения для собственных мод: 

D j A 1 B j ^ q j B j - ^ B 2
1 B 2 / B j . ( 1 0 ) 
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Численное решение системы (10) для двумерных, пленарных со-
литонов при Л2&=0 представлено на рис. 3 ,6 . При этом погонные мощ-
ности пучков, имеющих ширину а, равны P i = 4 , 8 Psi и Р2—2,76 PsU где 
Р51 = D ? p r 2 a - 3 . В работе П] было найдено характерное точное реше-
ние уравнений (10): 

Bj=:Ejosech*(x/a) (11) 

<- -С 20= и ^io=it6Qi 2[D\D2( ($$2) У2, причем коэффициенты 
диффузии в силу (9) связаны соотношением D2=2DX—Д2&а2. Решение 
(11) было повторно найдено в ряде недавних работ, например [17]. 
Нелинейные добавки к волновым числам точно в 1,5 раза меньше, чем 
для плоских волн (5). При таком же вырождении амплитудных про-
филей численными методами была найдена мода цилиндрических (осе-
симметричных) пучков; здесь PI = 1,125Ps2 и Р 2 =2,25 PS2, где P s 2 = 
= D i P f 2 a - 2 . Недавно были выполнены численные расчеты профилей 
двумерных солитонов в широком диапазоне значений для соотношения 
коэффициентов диффузии и волновой расстройки [18, 19]. 

Численные оценки для типичных оптических кристаллов с %2«10~~8 

СГСЭ и пучков с а « 1 0 ~ 2 см показывают, что для возбуждения про-
странственных солитонов нужны сравнительно небольшие мощности 
P s 2 порядка сотен ватт. Однако прошло почти 20 лет со 
дня первой теоретической работы [1] до первых экспериментальных 
наблюдений солитонов на квадратичной нелинейности в 1995 г. [4, 5]. 
В этих экспериментах [4] излучение Ш:УАО-лазера на длине волны 

=1,32 мкм с мощностью порядка 1—2 кВт и поперечным радиусом 
60—70 мкм пропускалось через планарный квадратично-нелинейный 
кристалл ниобата лития длиной 47 мм. На выходе из кристалла ре-
гистрировалось распределение плотности мощности. При температур-
ной настройке на синхронизм между 1-й и 2-й гармониками выходной 
пучок сильно сужался и принимал размер падающего на кристалл 
пучка. Это свидетельствовало о подавлении дифракции и образовании 
пространственного солитона. Затем были реализованы параметричес-
кие солитоны в монокристаллических волокнах из ферроорганических 
материалов с большим коэффициентом квадратичной нелинейности [6]. 

Хорошие аналитические результаты дает; вариационный метод, ос-
нованный на минимизации лагранжиана взаимодействия: 

L = D2(41B,y + q1Bl + -^-q2B2
2-0lB2j dxdy. 

(12) 
Если в качестве базовых функций выбрать гауссовские профили, В / = 
= £ / 0 е х р ( — г 2 1 а р ) , то, приравнивая нулю частные производные лагран-
жиана по Ej0 и а/, получаем 

a?/fll = gt £20=А(2 + !)2/»?), Е10 = Е20[Ы4-2£)]1/3, (13) 

где | является корнем алгебраического уравнения |3+'4£—8— 
= Д 2 & а 1

2 | ( 2 — i - При Д2:&=0 соотношения между амплитудами и 
поперечными радиусами выражаются в явном виде: а 2=0,856 аи Е2о= 
=8 ,3 />i/(pai2), £ 1 0 =8 ,6 Di / (pai 2 ) . В случае Д2&¥=0 решение кубическо-
го уравнения для £ выглядит очень громоздко. Численные эксперимен-
ты показывают, что действительно амплитуды пучков с найденными 
параметрами меняются вдоль оси в пределах 10%. Для поддержания 
солитонного распространения при больших расстройках |Д2&| необхо-
димо: увеличивать входные амплитуды пучков. 
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Оптимальные параметры (13) можно уточнить с помощью гради-
ентного метода, выбирая мерой качества формирования слабо осцил-
лирующих солитонов, например, величину 

' = И х (о, z ) ^ - Ш о , | Л 2 ( 0 , г ) | ^ а х - | Л 2 ( 0 , г ) ^ . 

Применение этой процедуры для D\=\, |3i=l снижает уровень биений 
интенсивностей по выбранному критерию на 17%, причем £1 0=8,45, 
£20=8,15, «9=0,84 аи Даже на очень больших расстояниях, рав-

ных 80 дифракционным дли-
нам и=ка212, солитон с таки-
ми параметрами хорошо со-
храняет свою начальную фор-
му (искажения менее 10%), в 
то время как в линейной сре-
де на этом расстоянии шири-
на пучка увеличивается почти 
в сто раз. 

Пространственные солито-
ны на квадратичной нелиней-
ности обладают очень важ-
ным для практики свойством 
устойчивости по отношению к 
малым возмущениям. На рис. 
4 представлены результаты 
численного эксперимента по 
наблюдению распространения 
пучков двух гармоник с опти-
мальными параметрами, когда 
на профиль первого пучка 

наложена мелкомасштабная амплитудная модуляция [20]: 

Ах {г, 0) = £ 1 0 ехр (—r2]ax
2) (1 +0,2 cos 30 г), А2=Е20 ехр (—г2/а2

2). 
Сравнение исходного и конечного профилей показывает, что в процессе 
формирования солитонов быстрая модуляция пропадает и форма про-
филя становится гладкой. Эффект «самоутюжки», или самоочищения 
амплитудных профилей пучков в квадратично-нелинейной среде, на-
блюдался экспериментально [21]. 

3. Связанные солитоны и кинки при расстройке групповых 
скоростей 

Уравнения (8) можно использовать и для описания взаимодейст-
вия волновых пакетов во втором приближении теории дисперсии. При 
этом роль поперечной координаты играет локальное время %•=/—z/uj, 
где Uj={dkj/dсо)-1 — групповая скорость. Коэффициенты диффузии 
£)/=—( 1/2) d2kj/da)2 характеризуют дисперсию групповых скоростей. 
Коллинеарной геометрии пучков в (8) соответствует согласование 
групповых скоростей щ=и2. Однако групповой синхронизм выполняет-
ся далеко не всегда. Наличие расстройки групповых скоростей увели-
чивает порог захвата пучков или импульсов в связанные солитоны. Но 
при этом солитоны приобретают ряд принципиально новых черт, кото-
рые можно использовать для создания оптически управляемых эле-
ментов. В частности, возникают фазовая модуляция и подстраивание 
солитонов к некоторой средней скорости (направлению) распрострзане-

Ш 

•Рис. 4. Эффект сглаживания амплитудного 
профиля пучка 1-й гармоники при фор-
мировании параметрического солитона: 1 — 
"начальный профиль, 2 — на расстоянии 

< 1,2 l,i 
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ния. Заметим еще, что взаимодействие волновых пакетов более разно-
образно, так как коэффициенты дисперсии второго порядка могут 
иметь разные величины и, главное, знаки. У волновых пучков величи-
ны и знаки коэффициентов диффузии предопределены (8). 

Итак, если учесть эффекты рассогласования групповых скоростей, 
то уравнения (8) дополняются новыми членами и приобретут в слу-
чае взаимодействия трех волновых пакетов следующий вид [31: 

. v dAj 

dz ] 
iDj 

d2Aj 

дц\ 

dU3 

дА* 
(14) 

I%evj= l /Uj—l /u i , правая часть совпадает с (6). 
На рис. 5 показана эволюция гауссовских профилей Aj(t, б) = 

=Е,0ехр(—12/%2) в квадратично-нелинейной диспергирующей среде. 
Сравнительный анализ формы 
огибающих, трех импульсов, до-
стигших расстояния 2 = 1,2 дли-
ны дисперсионного расплывания 
в линейной и нелинейных средах, 
красноречиво говорит о формиро-
вании параметрически связанных 
солитонов. Кстати, эти солитоны 
имеют фазовую модуляцию. Бо-
лее подробную информацию о 
свойствах солитонов в средах с 
расстройкой групповых скоро-
стей можно найти в нашей рабо-
те' [22] и более поздних — дру-
гих авторов [23]. 

Параметрически связанные 
солитоны возникают и в первом 
приближении теории дисперсии, 
когда в уравнениях (4) члены 
со вторыми производными не 
учитываются. В вырожденном по 
частоте случае существуют ста-
ционарные импульсы 1-й и 2-й 
гармоник с огибающими [24, 25] 

\AJ 

V f a 

0,5 

J 

И/ 
1,0 i 

0,5 J 

V 

M 

H2 
T — 

~2 0 2 п О 6 1, 

Рис. 5. Самозахват трех импульсов 
(пучков) в параметрически связанные 
солитоны в среде с коэффициентами 
квадратичной нелинейности Pi—'15, Рг= 
= 20, Рз = 30 при групповых расстройках 
Vi = 0, v 2 = 6 , V3 = 10 и коэффициентах 
дисперсионного расплывания D\ = 2, 
1)2=3, Д з = 5 : профили огибающих на 
входе (а) и на расстояний z = 0 , 3 (б) 
(штриховые кривые — дисперсионное 
расплывание импульсов в линейной 
среде). Номера кривых соответствуют 

номерам волн 

В1 = £ 1 0 sech (тут), В2 = Я20 th (г^/т). (15) 

Из (15) видно, что на частоте первой гармоники распространяется 
уединенная волна — солитон, а на удвоенной частоте образуется кинк. 
Однако если регистрировать, как в оптике, интенсивность второй гар-
моники В\— EloXh2 {ц81т) = Е1О—Е20 sech2 (т]8/т), то вторую часть решения 
(15) можно интерпретировать как темный солитон. Таким образом, в 

среде с квадратичной нелинейностью и с дисперсией первого порядка 
образуется связанная пара светлого и темното ; солитонов. Связь меж-
ду амплитудами солитонов, их длительностью и скоростью дается со-
отношениями 1 

E\Q=E22o+v21E2o/($iz), v l s =p 1 £ 2 0 x . (16) 
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Солитоны распространяются или с большей, или с меньшей скоростью, 
чем оба пакета в линейной среде. Более важно для практики то, что 
при условии T<V2i/Pi£2o (нелинейная длина меньше длины группово-
го запаздывания) пиковая амплитуда 1-й гармоники превышает ам-
плитуду кинка, который играет роль параметрической накачки. Это 
явление, названное генерацией гигантского параметрического импуль-
са, придает совершенно новые черты параметрическому генератору 
света, который был предложен С. А. Ахмановым и Р. В. Хохловым в 
1962 г. [26]. Генерация гигантских импульсов с возможностью пере-
стройки частоты была экспериментально реализована в пикосекунд-
иой нелинейной оптике сначала в работе [27], а затем, сравнительно 
недавно, в [28]. В работе [27] начальная длительность сигнального им-> 
пульса 30 пс сокращалась до 0,3 пс при параметрическом усилении в 
диапазоне длин волн 0,8—1,35 мкм. Напомним, что в параметричес-
ком усилителе непрерывного излучения согласно (2), (3) плотность 
мощности субгармоники не может превысить плотности мощности на-
качки. 

Теория параметрических солитонов на квадратичной нелинейно-
сти, основанная на решении уравнений (14) при Z) ;=0, была сильно 
продвинута после применения метода обратной задачи расееяния [29]. 

4. Взаимофокусировка связанных волн 

В предыдущих разделах было показано, что среда с квадратич-
ной нелинейностью может приобрести самофокусирующие свойства 
при когерентном трехволновом взаимодействии. При формировании 
солитонов самофокусирующая нелинейность уравновешивает дифрак-
ционную расходимость пучков или дисперсионное расплывание вол-
новых пакетов. Однако если увеличить плотность мощности связан-
ных волн, то можно ожидать ((по аналогии с самофокусировкой на 
кубической нелинейности [15, 16]) смены режима самоканалирова-
ния пучков их взаимофокусировкой. Действительно, этот новый эффект 
был зарегистрирован в первых численных . экспериментах [2]. Затем 
были выявлены другие неизвестные ранее явления нелинейной дифрак-
ции в квадратично-нелинейных средах, такие, как аномальная дифрак-
ция, параметрическая дифракция субгармоники и др. Этот материал 
подробно разобран в монографии [3]. Здесь ж е рассмотрим трехволно-
вую взаимофокусировку в приближении нелинейной геометрической 
оптики. 

Запишем параболические уравнения (8) для действительных ам-
плитуд и фаз: 

Если положить ф/=9/2 и cos<D=l, то уравнения переноса, вторые 
из (17), дают Bj=B-(x, у ) , а первые уравнения переходят в уравнения 
стационарных уединенных профилей параметрически связанных соли-
тонов, Первые уравнения с точки зрения теории дифракции представ-
ляют собой уравнения эйконала. Последние слагаемые в уравнениях 
эйконала исчезают при переходе к геометрической оптике. Однако и 
в этом приближении уравнения (17) остаются весьма сложными. 
Сильное упрощение выступает при чисто реактивном взаимодействии; 

<5ф у ^ L + Dj ( у Ф,-)2 = Р A c o s Ф / Я / + DALBj/BJ, 

^ L + 2D/-7%VBJ + DJBJA^PJ = $JBIB2B3 s i n ф/В}. 

dz 
(17) 



sin-Ф—0,-cos Ф==±1. Анализ (17) показывает, что все три волны ведут 
себя одинаково, если согласованы коэффициенты поперечной диффу-
зии D3"1 = D f ! - f D21, волновые фронты ф/=Л3ф3/1)/ (с точностью до 
я) и амплитудные профили £/=B3(D/P//.D3p3)V2. Переходя к эйконалу 
Ф/—<p//2Z)/, окончательно находим геометро-оптические уравнения взаи-
мофокусировки согласованных волн в стандартной форме: 

2 ^ + ( v S 3 ) 2 = ± 4 ф 1 р 2 О А ) 1 / 2 В 3 , 
dz 

(18) 

dz 2 

Из уравнения эйконала видно, что нелинейный член содержит 
амплитуду поля в первой степени (в среде с кубической нелинейно-
стью — во второй). Поэтому параметрическая взаимофокусировка на 
квадратичной нелинейности не столь сильна, как при кубической нели-
нейности. В частности:, не возникает коллапс пучка. По этой же при-
чине солитон в квадратично-нелинейной среде обладает повышенной 
устойчивостью. 

Уравнения (18) можно решить аналитически с помощью безабер-
рационного приближения [15, 16], полагая 

= £ + и В з = £ з о Г . / 2 е ф 

где f(z)—безразмерная ширина трехмерного пучка (т=2) или дву-
мерного пучка-пакета ( т = 1). Следуя д-алее обычной методике, нахо-
дим уравнение 

! , (19) d22 l2j(m+2)/2 4 

в которое входит длина взаимофокусировки (знак минус) или дефо-
кусировки (знак плюс) l s=al$DE bdr l k . Для пучков эта длина имеет 
особо, простой вид, l s « И н т е г р и р о в а н и е (19) не представля-
ет труда, но в силу громоздкости конечная формула не приводится. 
Если приравнять силу нелинейной рефракции из правой части (19) 
дифракционной силе l//d2f3, ld=a2/2D, то можно дать грубую оценку 
эффекта сжатия поля в нелинейном фокусе. В случае дефокусировки 
из (19) можно вычислить нелинейную расходимость пучков в дальнем 
поле и нелинейное ограничение поля сходящихся пучков. 

5. Новые эффекты при взаимодействии волн на кратных частотах 

При синхронном взаимодействии волн с кратными частотами со, 
2б), Зсо помимо основного параметрического взаимодействия (0 + 2 0 = 
—Зсо) на той же квадратичной нелинейности может происходить взаи-
модействие 1-й и 2-й гармоник (со-f-со=2оо). За счет дополнительного 
канала энергия волны накачки с частотой Зсо, поступающая в сигналь-
ную и холостую волны, может перераспределиться существенным об-
разом. Как впервые показано в [30—32], при синхронном вкладе двух 
каналов возможна полная перекачка энергии накачки в сигнальную 
волну 2(о. Этот вывод имеет большое практическое значение для по - ' 
лучения максимальных КПД параметрических генераторов и усилите-
лей бегущей волны. Напомним, что в отсутствие канала возбуждения 
второй гармоники энергия сигнала с частотой 2© не превышала бы 
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величины двух третей энергии волны накачки [2]. В другой нашей ра-
боте [33] показано, что интерференция двух каналов взаимодействия 
приводит к явлению бистабильности связанных солитонов. Остановим-
ся на основных чертах этих новых явлений. 

Свободная энергия взаимодействия волн с кратными частотами 
состоит из двух частей (ср. с (1) и (6)): 

U23= Л?Лзехр( — г'А2^) + Л1Л2Лзехр(— iA zkz) + K. с. (20) 

Рассмотрим сначала взаимодействие плоских монохроматических волн. 
Очевидно, наибольший эффект достигается при фазовом синхронизме 
по двум каналам одновременно: Д 2 & = Д з & = 0 . При коллинеарном взаи-
модействии (волновые векторы параллельны друг другу) это эквива-
лентно равенству показателей преломл'ения (фазовых скоростей) на 
всех трех частотах, п ^ п ^ щ . Выполнить на практике последнее ус-
ловие полного синхронизма без привлечения специальных методов 
проблематично. Большие шансы на успех имеет неколлинеарная ори-
ентация волновых векторов [34]. 

В случае полного синхронизма можно перейти к действительным 
амплитудам, полагая, например, ВХ=АХ, В2=—IA2, 5 3 =—Л 3 . Учиты-
вая очевидные соотношения и р 3 =3рь можно найти из уравне-
ний типа (6), переписанных для действительных амплитуд со свобод-
ной энергией (20), помимо закона сохранения полной энергии 1\ = 
=BI2+B2

2+BS
2 второй интеграл движения 

/3 = ( З ^ + а д + я ! ) ехр 

С помощью 1\ и / 3 можно достаточно просто исследовать поведение 
всех трех волн как при параметрическом усилении, так и при умно-
жении частоты. Кстати, теория каскадной генерации третьей гармо-
ники в среде с квадратичной нелинейностью на основе численного ре-
шения уравнений (1) с учетом (20) была развита еще в 1964 г. [9, 35]. 
Однако режим параметрического усиления волн с кратными частота-
ми в этих работах не был рассмотрен. Между тем его анализ принес 
неожиданные результаты. 

Фазовый портрет Трехчастотного взаимодействия представляет со-
бой движение по сфере. Если проследить движение по фазовым тра-
екториям, то можно установить, что при параметрическом усилении 
апериодические'колебания амплитуд заканчиваются перекачкой всей 
энергии накачки в волну с частотой 2о>. В отсутствие дополнительного 
канала взаимодействия 1-й и 2гй гармоник в соответствии с соотноше-
ниями Мэнли,—'Роу [9, 10, 16] в сигнальную волну может перейти толь-
ко две трети энергии волны накачки. 

На рис. 6 изображены зависимости интенсивностей трех волн от 
расстояния, нормированного на нелинейную длину, в параметрическом 
усилителе с оптимальным соотношением фаз. Из рис. 6 ясно видно, 
что после нескольких пространственных осцилляций амплитуд энер-
гия накачки полностью передается сигнальной волне с частотой 2<а. 
При подаче на вход усилителя сигнала с неоптимальной фазой наблю-
дается режим периодических пространственных биений амплитуд и 
верхний предел интенсивности сигнальной волны становится меньше, 
чем в оптимальном случае. 

Наличие; волновых расстроек снижает эффективность работы па-
раметрического генератора на кратных частотах. Численное модели-
рование [301 показало, что при небольших расстройках в сигнальную 

у п a r c t g 
6 Вг + ВЪВ 

У И в , 
(21) 
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волну перекачивается энергии больше, нежели в случае параметриче-
ского генератора только с одним основным каналом взаимодействия. 
Последний вывод имеет большое значение, 
так как это позволяет расширить поиск опти-
ческих кристаллов с синхронизмом для трех 
гармоник. 

Сильное взаимодействие волновых пуч-
ков или пакетов с кратными частотами мо-
жет привести к формированию параметриче-
ски связанных солитонов аналогично преды-
дущим случаям (см. п. 2, 3). Здесь представ-
ляет интерес интерференция двух каналов 
взаимодействия при формировании солитонов. 
Ожидаемый эффект бистабильности можно 
продемонстрировать на простом примере [33], 
когда огибающие всех трех уединенных волн 
имеют одинаковый профиль, но разные ам-
плитуды и нелинейные поправки к волновым 
числам: 

Aj = Ej0 sech2 (rii/т) exp {-iq}z). (22) 
Подставляя искомое решение (22) в уравне-
ния (14) при V/—0 и U из (20), нетрудно по-
лучить связь между параметрами солитонов. 

1 L 

0.5 

Г 

Л 
в 

1 1 
10 20 30 40 z 

Рис. 6. Зависимости интенсивностей 1 (а), 2 (б) и Q5 
3-й (в) гармоник в параметрическом усилителе с 
кратными частотами от расстояния, нормированного 
на нелинейную длину, при работе двух синхронных 
каналов взаимодействия (ю + 2®=ЗО) и G)+co = 2ct>) для 
граничных условий £ 1 0 = ' 1 0 - 6 , Е2о=0, £ 3 о = (1—'Ю-12)1'1 О 

Так, расстройки волновых векторов подчиняются условию (Dz—D?— 
—D2)A2k=(D2—2Dx)Azk. Видно, что полный синхронизм для формиро-. 
вания солитонов не требуется. Напротив, 
подбором расстроек можно согласовать 
коэффициенты дисперсионного расплы-
вания. Ключевым параметром биста-
бильных солитонов является величина 

С± = — 1 ± (1 + \ 2 щ р х 1 г ф $ ' 2 , (23) 
чгерез которую выражаются пиковые ам-
плитуды всех трех гармоник: 

(6n2D2nsD3 С + ) 1 /2 
Е ю = ± 

Пз°зСч 
'20" PlT2 ^ 3 0 — С±Ею- (24) 

Из (23), (24) видно, что амплитуда 
2-й гармоники может принимать поло-
жительное или отрицательное значение. 
Это и определяет два типа солитонов. 
Длительность солитонов, обладающих 
одинаковой энергией, также имеет два 
значения (рис. 7). Первому типу с С+ отвечает синфазный вклад обоих 

Рис. 7. Амплитудные профили па-
раметрических солитонов при на-
личии одного (штриховая линия) 
или двух (сплошные) каналов 
взаимодействия, противофазных 

(1) или синфазных (2) 
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каналов. Так как при этом £ 2 0 > 0 и ^оЯзо^О, то оба канала, придают 
нелинейной среде фокусирующие свойства и длительность солитонов 
становится меньше (кривая 2). Второй тип связанных солитонов с Со-
образуется при' дефокусирующем действии дополнительного канала 
(Вго<0)., в результате чего эффективная нелинейность основного кана-
ла падает и длительность увеличивается (кривая 1); здесь Е10Е30<0. 

Аналогичный анализ был проведен в [36] для взаимодействия трех 
волн с кратными частотами в среде с кубической нелинейностью, ког-
да волной накачки в параметрическом усилителе служит 2-я гармо-
ника (2(о + 2(о=и + 3(о), а дополнительным каналом является взаимо-
действие 1-й и 3-й гармоник ((о-Ьш+.а) = 3(о). 

6. Солитоны при интерференции квадратичной и кубической 
нелинейностей 

В сильных полях помимо квадратичной проявляется и кубическая 
нелинейность. Этому соответствует в выражении для свободной энер-
гии дополнительный член 

+ 2 И 1 | 2 | 4 | 2 + 2 | Л , | 2 | Л 3 | 2 + к. е., ' - (25) 
который войдет в укороченные уравнения типа (6), (8) и (14) с ко-
эффициентами кубической нелинейности •у/=8жй/%з/(Зся/):. 

Характеристики трехволновых параметрических солитонов в сре-
де с квадратичной и кубической нелинейпостями впервые обсужда-
лись в нашей работе [37]. Затем для вырожденного по частоте случая 
были исследованы свойства связанных солитонов при взаимодействии 
1-й и 2-й гармоник в такой среде [38, 39]. Полученные результаты во 
многом совпадают. Основные закономерности совместного действия не-
линейностей можно изучить на примере частного, но характерного слу-
чая, когда огибающие на всех трех частотах имеют одинаковую фор-
му 5(г)) , которая описывается уравнением 

где p=qi /Di , и y=5yi/Dl. Совпадение профилей солитонов на 
разных частотах накладывает условие на соотношение коэффициентов 
дисперсии D\-.D2: £>3=COI : юог: «з, из которого следует D3=JD1 + D2.; 

Решение уравнения (26) имеет следующий вид: 

В = . £ = 9 7 / ( 2 p V ) . (27) 
1 ± ( l + g ) 1 / 2 c h 0 i / T ) 

В случаях чисто квадратичной (У=0) ИЛИ кубической ( 0 = 0 ) нелиней-
ности из (27) получаем известные выражения В{2) = 1,5р - 1 т~2 sech2 (т]/т) 
и В(3) = ± (2/у)1 / 2т - 1 sech(r] /T) соответственно [31]. В общем случае 
Длительность солитонов (27), рассчитанная по уровню половины пи-
ковой амплитуды, имеет два значения (аналогично предыдущему слу-
чаю бистабильности, рис. 7): 

Интерференция квадратичной и кубической нелинейности, как 
видно из (27) и (28), приводит к. возможности формирования двух ти-
пов солитонов: первому соответствует знак плюс, а. второму — знак 

(26) 

T s = xArch[ l ± ( l + g ) J. (28) 
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минус. Первый "тип имеет компрессирующую (фокусирующую) квад--
ратичную нелинейность (р(г ] )>0) . При этом кубическая нелинейность 
может быть как компрессирующей ( £ > 0 , y j D j > 0 ) , так и декомпре&* 
сирующей (— l < g < 0 ) . Второй тип солитонов формируется благодаря 
интерференции декомпрессирующей квадратичной и компрессирующей 
кубической нелинейностей (5 (г ] )<0 , g > 0 ) . Свойства бистабильных со-
литонов при произвольном соотношении пиковых амплитуд и коэффи-
циентов диффузии можно исследовать с помощью вариационного ме-
тода, добиваясь минимума соответствующего лагранжиана (см. (12), 
(13))-

Глобальная устойчивость параметрических солитонов гарантиру-
ется отрицательным знаком интеграла движения / 3 при D,->0. Одна-
ко при выполнении этого условия солитоны могут не сохранять ста-
бильную форму, испытывая нерегулярные биения профиля в процессе 
распространения. Исследование такой локальной неустойчивости со-
литонов (27) можно провести, изучая зависимость /3 от энергии си-
стемы. Такой подход был применен к солитонам в центросимметрич-
ных средах с насыщающейся нелинейностью [40, 41]. В работе [42] 
было установлено, что необходимым признаком устойчивой ветви ста-
ционарных солитонов можно считать выполнение условия dIJdW<0. 
Согласно этому критерию солитоны первого типа устойчивы во всей 
области определения, а второго типа — лишь при энергиях, меньших 
Г с г « 3 р - Ч - 3 . Эти выводы были получены при компьютерном модели-
ровании процесса формирования параметрических солитонов, основан-
ном на численном решении системы параболических уравнений типа 
(14) с V/—0 и U из (24). В численных экспериментах солитоны пер-
вого типа были устойчивы относительно малых возмущений амплиту-
ды и фазы. Несколько иная картина наблюдалась для солитонов вто-
рого типа. Так, при импульсы не очищались от возмущающей 
компоненты и развивались сильные нерегулярные пространственные 
биения амплитудно-фазовых профилей без распада на невзаимодейст-
вующие волны. Это говорит о локальной неустойчивости стационарных 
солитонов второго типа в рассмотренной области параметров. 

7. Самовоздействие предельно коротких импульсов ^ 

Во многих областях науки и техники разнообразные применения 
находит электромагнитное излучение предельно малой длительности. 
В оптике это связано с развитием методов генерации фемтосекундных 
импульсов [43]. В радио- и микроволновом диапазонах частот генера-
ция коротких по длительности сигналов уже давно не представляет 
особых трудностей. Для анализа распространения в нелинейной дис-
пергирующей среде ультракоротких импульсов, когда ширина частот-
ного спектра становится сравнимой со значением средней частоты, ме-
тод параболического уравнения становится неприменимым. Поэтому 
для такого случая специально разрабатываются методы высших при-
ближений линейной и нелинейной дисперсии [44—47], используется пе-
реход к связанным уравнениям Кортевега—де Фриза [48, 49]. Если же 
импульс содержит, два-три колебания электромагнитного поля, то не-
обходимо решать непосредственно уравнения Максвелла для обыкно-
венной и необыкновенной волн [50, 51] 



совместно с уравнениями для двух компонент вектора поляризации 
среды Р (модель ангармонических осцилляторов с квадратичной не-
линейностью) [93: 

^ - + Q l P 0 + 2f>°0eP0Pe = y0E0, ^ - + Q2
ePe + pe

00Pl^yeEe . (30) 
ог2 at2 

Здесь z — продольная координата, t — время, с — скорость света в ва-
кууме, Q — резонансная частота осциллятора; у — величина, пропор-
циональная дипольному моменту, |3 — компонента тензора квадратич-
ной нелинейности; индекс о обозначает величины, характеризующие 
обыкновенную, а е —г необыкновенную волну соответственно; с учетом 
симметрии элементов тензора квадратичной поляризуемости [9] име-
е м Роо/Те = Рое/7о. 

Линейная дисперсия каждой из нормальных волн вдали от ре-
зонанса описывается согласно (29) — (31) хорошо известным выраже-
нием, связывающим волновой вектор и частоту: kc=(a[l +4яу/(й2—со2)-Г*. 
Интересно отметить, что при выполнении соотношений 4Q0

2=Qe2 и 
4у 0 =у е наступает глобальный синхронизм для 1-й и 2-й гармоник: 
2&о (со) —ke (2'Со) независимо от значения частоты со. Однако этот слу-
чай можно реализовать, по-видимому, только в модельных экспери-
ментах с цепочками или длинными линиями. 

Весьма важным для анализа характера взаимодействия коротких 
импульсов является интеграл движения 

оо 

/ 3 = £ [D0n0(^Y+DenE(^Y+vn0El-2$e
00D0n0y0Q72E2

0Ee]dT 

—оо 
(31) 

для связанных уравнений Кортевега—де Фриза, которые можно вы-
вести из (29), (30) в предположении слабой дисперсии; здесь введе-
на расстройка скоростей на малых частотах v=l/v0~-l,/ve. Функционал 
(31) можно считать квазиинвариантом уравнений исходных нелиней-
ных уравнений Максвелла (29), (30). Действительно, в выполненных 
нами численных экспериментах величина / 3 сохранялась с хорошей 
точностью. Д л я ограниченных во времени сигналов в линейной среде 
значение функционала положительно. В сильных полях знак Iз может 
стать отрицательным, что означает захват волн в параметрически свя-
занные солитоны. 

Рассмотрим стационарную бегущую волну H(xs), £ ( T S ) , P{TS)\ 

где т s = t — z / v s . Связь между электрическим и магнитным полями име-
ет вид Е=аР и H=vsE/c, а скорость распространения волны равна 
vs=c(l+4nfa)-h. Параметр распространения а зависит от профиля 
Е (TS) и наоборот. Однако всегда уединенные нелинейные волны рас-
пространяются быстрее, чем в линейной среде ( v s > v 0 , ve). 

Уравнения (29), (30) имеют простое точное решение, характерное 
для солитонов в квадратично-нелинейной среде: 

Е0 = Еот sech2 (%S/TS), Ee = Eemsech2 (xs/Ts). (32) 
Параметр распространения и длительность этих солитонов равны 
а = (Qo— Q2e)f(y0— Ye). T2

s = 4 (Уо—Уе)/(Уе®2о—Уо&2е). АмПЛИТуДЫ ВОЛН ЭЛеК-
трического поля определяются следующими выражениями: 

Еет= 3a/®°oeT2
s), Еот = ± 6а/(2р0°е^0Г8

4),/2. 
В общем случае длительности Двух частей параметрических соли-

тонов с обыкновенной (Т0) и необыкновенной (Те) поляризациями по-
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Ля йе равньг Друг Другу; йрй этом профили уединенных волн имеют 
более сложную форму, чем (32). Так как простого точного решения 
найти не удается, то можно обратиться к приближенному методу рас-
чета параметров солитона, основанному на минимизации лагранжиа-
на взаимодействия. Задавая форму искомого решения в виде гауссов-
ских функций 

можно прийти к следукнцим выводам. Если обозначить отношение 
квадратов длительностей импульсов через %—Те

21Т0
2, то получаем 

где a=(Qo-a1—Q^AYoOi—y«) и (2 + 3|)/[(4 + £) (2—£)]. При одинако-
вых длительностях Т0=Те,1=1 имеем «1 = 1 и соотношения (34) пе-
реходят в (32) с учетом разницы профилей солитонов. Отметим, что 
ai совпадает с аналогичным параметром, введенным в [19] для соли-
тонов огибающей во втором приближении теории линейной дисперсии 
(п. 3). Однако в отличие от последних скорость распространения па-
раметрических солитонов, описываемых нелинейными уравнениями 
Максвелла, зависит от величины электрического поля. 

Для численного решения уравнений (29), (30) нами был разра-
ботан консервативный спектрально-разностный метод [50, 51]. В без-
размерном виде уравнения содержат нормированные время m0t и рас-
стояние 2соо/с. Характерная частота сигналов <о0 в представленном ни-
ж е примере в 9 раз меньше резонансной частоты осциллятора для 
обыкновенной волны Й0. 

Приведем результаты расчетов распространения двух ультрако-
ротких импульсов: 

Е0 = Е (0) ехр (— Р/Т2) sin (t/2), Ее = — Е (0) ехр (— t 2 /T 2) sint (35) 
с 7=6,28 и £ ( 0 ) = 2 0 , обладающих отрицательным значением квазиин-
варианта (31) (рис. 8, кривые / ) . Квадратично-нелинейная среда име-

E0=E0mexр (^-Ts/То), Ее=Еетехр (—x2
s/T2), (33) 

Eern^vV + l f ' H Y n l e l T l ) , 

Еот = a (2 + tf2№e¥>eoo)l/2 П ( 2 ~ 1 ) 1 / 2 П ] , (34) 

Е 
20: 

100t 

-20 V 

Рис. 8. Формирование связанных солитонов обыкновенной (сплошные 
линии) и 'необыкновенной (штриховые) волн. Показаны профили им-

пульсов .на входе в среду ( / ) и на расстоянии г = 5 6 0 0 (2) 
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ё¥ следующие нормйровайнйё значения параметров: й 0
2 = 8 1 , Q e

2 = 
=77,44, YO=8, Ye=7,65, р°с = 1 . В линейном случае отношения скорос-
тей нормальных волн на малых частотах к скорости света в вакууме 
равныv o /c=0,6679257 и ve/c=0,6679468. 

Численное моделирование показало, что сначала импульсы при-
обретают нерегулярную форму. Затем происходят формирование от-
дельных уединенных импульсов и отделение быстро осциллирующего 
хвоста, скорость распространения которого значительно меньше, чем 
главной части. После прохождения расстояния 2=5600 профили при-
обретают стационарный вид (рис. 8, кривые 2)—образовалась пара 
связанных солитонов, имеющих разные амплитуды и скорости. Более 
быстрый солитон с большими амплитудами £ о т = 19,2198, £^=13 . ,4898 
имеет параметр распространения а ^ Е о т / Р 0 т = 10,3401, чему соответст-
вует нормированная скорость солитона vs/c=0,67186. Другой, менее 
быстрый параметрический солитон имеет меньшие амплитуды: Е0т— 
=—13,6914, £ ^ = 9 , 6 3 3 6 . По параметру распространения а = Е о т 1 Р о т = 
== 10,27914 легко вычислить скорость солитона vs/c = 0,67077. Эти дан-
ные хорошо совпадают с результатами, полученными вариационным 
методом (34). 

Интересно отметить, что параметрически связанный солитон с 
меньшей амплитудой образовался на фронте начальных импульсов, но 
затем его догнал солитон с большей амплитудой, который и занял 
Положение в начале электромагнитной волны. Очевидно, что этот об-
мен позициями солитонов, идущих в одном направлении, сопровож-
дался их столкновением.. Отметим, что первый солитон имеет одина-
ковую положительную полярность обеих составных частей обыкновен-
ной и необыкновенной волн. Две части второго, более слабого соли-
тона имеют разные знаки: как говорилось ранее, обыкновенная волна 
может иметь как положительный, так и отрицательный знак. Данное 
свойство связанных солитонов и проявилось при эволюции волновых 
пакетов (35). 

Заключение 

В ближайшее время следует ожидать новых экспериментальных 
успехов в создании полностью оптически управляемых логических 
устройств, построенных с использованием уникальных свойств солито-
нов на квадратичной нелинейности. Это даст дополнительный толчок 
к расширению теоретических изысканий. Однако и сейчас можно пе-
речислить ряд интересных проблем и задач. 

В теории параметрических солитонов необходимо развивать раз-
личные приближенные аналитические методы, что весьма важно для 
постановки и проведения экспериментов. Здесь особый интерес пред-
ставляет анализ влияния расстроек групповых скоростей. Заслуживает 
Внимания использование высших приближений в теории линейной и 
нелинейной дисперсии для описания свойств коротких связанных со-
литонов. Решение связанных уравнений Кортевега—де Фриза позво-
лит проанализировать возможности образования параметрически свя-
занных бризеров в среде с квадратичной нелинейностью. В рамках не-
линейных уравнений Максвелла помимо продолжения изучения свойств 
связанных солитонов. различной длительности можно исследовать це-
лый ряд новых задач, обусловленных особенностями генерации гар-
моник, параметрического усиления и раепадной неустойчивости пре-
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дельно коротких импульсов. Наконец, явление взаимофокусировки 
волновых пучков- в среде с квадратичной нелинейностью также заслу-
живает более детального изучения. 

Важно отметить, что теория параметрических солитонов на квад-
ратичной нелинейности находит применение не только в нелинейной 
оптике, но и в совершенно другом разделе физики — механике упру-
гих оболочек [52]. Реактивное взаимодействие первых двух гармоник 
и параметрическая взаимофокусировка представляют практический ин-
терес для нелинейной акустики и гидродинамики, так как квадратич-
ная нелинейность является доминирующей для акустических во'лн (см., 
напр., [53]). Этот список наверняка будет расти. 
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