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друга вследствие эрмитовости полного оператора плот­

ности. В принципе, возможно получение и эрмитовых 

амплитуд спектрального разложения путем симметри­

зации исходных операторов на ранних стадиях расчета. 

Например, в выражении (2) Ртз(/3z)hy следует заме­

нить на [Pm3(hz)hy + hyPm3{hz)]ß- Однако в этом 

нет особой необходимости, и достаточно воспользовать­

ся сформулированным выше правилом.
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НЕЙТРОННОЙ ЗВЕЗДЕ С УЧЕТОМ РЕАЛИСТИЧЕСКОГО 

УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ ВЕЩЕСТВА
А.М.Егоров, Г.Г.Лихачев, А.И.Студеникин

(кафедра теоретической физики, кафедра квантовой статистики и теории поля )

С учетом изменения плотности вещества нейтронной звезды, описывающего­

ся реалистическим уравнением состояния, детально рассмотрен “пограничный эф­

фект” , в основе которого лежат осцилляции нейтрино в магнитном поле —  переход 

под действием магнитного поля половины активных нейтрино в стерильные при вы­

ходе нейтрино за пределы нейтронной звезды. Н а основе проведенных численных 

расчетов сделан вывод, что осцилляции нейтрино могут становиться существенными 

в областях вблизи границы нейтронной звезды и до расстояний порядка 600 радиусов 

звезды.

Известно, что при наличии у нейтрино ненулевого 

магнитного или переходного момента возможно возник­

новение нейтринных осцилляций, вызванных взаимодей­

ствием нейтрино с магнитным полем, интенсивность ко­

торого характеризуется величиной ¡1В± (где р. — маг­

нитный (переходный) момент нейтрино, В± — проек­

ция вектора напряженности магнитного поля на плос­

кость, перпендикулярную импульсу нейтрино). Такие 

осцилляции могут служить основой для решения про­

блемы солнечных нейтрино [1,2]. Проведенные исследо­

вания (см., напр., [3] и цитированную там литературу) 

показывают, что в солнечных полях с напряженностью 

В ~ 105Гс нейтринные осцилляции могут становиться 

существенными даже с учетом современных эксперимен­

тальных ограничений на верхнюю границу величины 

магнитного момента нейтрино [4] (которые колеблются 

от 5 • 10-13яв до 7 • 10-1сУв).

Интерес к исследованиям нейтринных осцилляций 

в магнитном поле связан также и с ролью, которую 

играют нейтрино при взрыве сверхновых и при осты­

вании нейтронных звезд, где, по современным оценкам, 

напряженность магнитного поля на поверхности ней­

тронной звезды может достигать громадных величин: 

В  ~ 1012 — 1014Гс [5-7], а во внутренних областях — 

еще больших, вплоть до В  ~ 1016Гс (см., напр., [8]).

Вопрос о нейтринных осцилляциях в условиях ней­

тронных звезд неоднократно рассматривался в литера­

туре (см., напр.,[3, 9-22]).
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В работах [9-13] были, в частности, детально проана­

лизированы осцилляции дираковских и майорановских 

нейтрино в веществе нейтронной звезды под действием 

сильных магнитных полей. Была рассмотрена харак­

терная ситуация, при которой эффективно происходят 

переходы одних типов нейтрино в другие под действи­

ем сильного магнитного поля; нами была предсказана 

возможность перехода половины активных нейтрино в 

стерильные при пересечении потоком нейтрино границы 

нейтронной звезды (’’пограничный эффект” [9—13]). Из 

проведенного анализа следует, что величина и само су­

ществование ’’пограничного эффекта” определяются ви­

дом зависимости плотности вещества от расстояния до 

центра звезды. Это связано с тем, что, как было показа­

но нами [9], нейтринные осцилляции могут становиться 

существенными, если напряженность магнитного поля 

превосходит критическое значение Всг(Ат1,в ,пея, Еи):

Вег —
1 m l А*

— V2GFneff) ( 1)2[j. \ 2EV

(где A т 2 =  т\—т\ > 0, ffli и шг — массы нейтринных 

состояний v i и 1/2, в —  вакуумный угол смешивания, 

neff — эффективная концентрация вещества, ¡1 — маг­

нитный (переходный) момент нейтрино, Еи — энергия 

нейтрино, А* — eos 20, Gp — постоянная Ферми).

При выводе формулы (1) мы пренебрегали эффекта­

ми, связанными с возможным вращением вектора напря­

женности магнитного поля в плоскости, перпендикуляр­

ной движению нейтрино, ф =  ¿ф/М =  0. Вероятность 

изменения типа нейтрино при этом определяется форму- 

лой

P (uí Uj ) =  sin2 20eff sin2 ( ^ - j , i ф j, (2)
\LeñJ

tg20eff =  -£-• 
JJcr

(3)Д(В?Г+ 5 2 )1/2 ’

При проведении качественных оценок величины ’’по­

граничного эффекта” в [9,13] мы фактически считали, 

что плотность вещества на коротком расстоянии А г ~ 

10 см <С го, где го — радиус нейтронной звезды, очень 

резко, т.е. практически скачкообразно, падает до ваку­

умного значения.

Ниже мы детально исследуем ’’пограничный эф­

фект” , используя для описания изменения с расстоянием 

плотности вещества нейтронной звезды реалистическое 

уравнение его состояния [5,11]. Это позволило допол­

нить качественное рассмотрение ’’пограничного эффек­

та” количественным расчетом, в котором учитывается 

более сложная зависимость плотности вещества от рас­

стояния до центра звезды. Отметим, что все рассужде­

ния проводятся в рамках адиабатического приближения, 

применимость которого для данного случая следует из 

подробного анализа в статье [9].

Реализованный в настоящей работе подход позво­

лил также поставить и решить с учетом изменяющейся 

плотности вопрос о величине нейтринных осцилляций, 

происходящих под действием магнитного поля, во вну­

тренних слоях нейтронной звезды.

Для определения величины критического поля вну­

три нейтронной звезды в соответствии с формулой (1) 

необходимо знать зависимость эффективной концентра­

ции вещества пея от расстояния до центра нейтрон­

ной звезды. Невращающаяся звезда, состоящая из Го­

лодной материи, описывается уравнением Толмена-— 

Оппенгеймера—Волкова [5]

—  -  <2(р + Р)(т(г) + 4жг3Р )  .

<1 г г2(1 — 2<7т(г)/г) ’ ;

Г

т(г) =  J  p(r/)d3r/,

где Р(г) — давление, т(г) —  масса звезды, г — расстоя­

ние от центра звезды, (7 — гравитационная постоянная.

Переписывая уравнение (5) в дифференциальной 

форме

=  4тг г2р(Р), (6)

получим систему дифференциальных уравнений (4),(6), 

которую затем решаем численно методом разностных 

схем.

Для этого нужно дополнить уравнения (4), (6) на­

чальными условиями: значениями то, Ро для некоторо­

го фиксированного го и задать зависимость плотности 

от давления р(Р), определяемой уравнением состояния

р  =  р (р).
Рассмотрим внешнюю кору нейтронной звезды. Этой 

области соответствуют значения плотности 106 г/см3 < 

р <  4,3-Ю11 г/ см3. В качестве модели вещества выбива­

ется кулоновская решетка тяжелых ядер, сосуществую­

щая в бета-равновесии с релятивистским вырожденным 

электронным газом (подробнее см. [5]). При таких усло­

виях в качестве уравнения состояния следует исполь­

зовать уравнение Бейма— Петика—Сазерленда [5,23]. 

Оно может быть сведено к системе уравнений

/  Р  — Р е  +  Р ь , ( 7 )

р — £ =  ПеМ(А, + £е + €Ь-

Здесь е — плотность энергии, пе — концентрация элек­

тронов, М(А> Я) — энергия ядра с атомным номером А 

и зарядом Z, ее — энергия электронов без учета энергйи 

кулоновского взаимодействия, еь — энергия кулоновско- 

го взаимодействия между электронами и ядрами, Ре ■— 

давление электронов, Рь — — поправка к давлению,

возникающая за счет кулоновского взаимодействия мейс- 

ду электронами и ядрами.

Величины пе, £х, Ре, ее могут быть представлены как 

функции параметра Х е =  Р р /т  (рр — импульс Ферг^и 

для электрона) [5]:

По =
Зтг2ДЗ

(Ае =  1 / т е — комптоновская длина волны электрона), 

£Ь =  - l,4 M Z 2/3e2n4¿ 3, (9)
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Ре =  ^ Ф ( Х е),

_  т п
£е дз Х(-^е))

( 10)

(П)

где

Ф(*) =  ¿ { * ( 1  + х*)ч \2*- - 1) - ln[x + (1 + *2) " 1 },2N1/2/ X

~3

х(аг) =  ^ { ж (1 +-х2)1/2(1 + 2х2) - 1п[х + (1 + ж2)1/2]}.

Необходимая для решения системы уравнений (4),(6) 

зависимость р =  р (Р ) была получена численно. Снача­

ла, используя уравнения (7)— (11), определялось значе­

ние Х е (при этом применялся метод вилки [24]). Затем 

определялась величина р =  р(Хе). Используя тот факт, 

что Р  =  Р (г) является функцией расстояния, одновре­

менное зависимостью р(Р) мы получаем и зависимость 

плотности р =  р(г) от расстояния г. С помощью уравне­

ния (8) аналогично была получена зависимость тге̂ (г).

Далее для определенности рассмотрим осцилляции 

майорановских нейтрино (уеь <-*■ тогда для эффек­

тивной концентрации вещества имеем

7leff — fie (~\z
¡п„. (1 2)

По формулам (4),(6),(7) — (12) нами были проведены 

численные расчеты на персональном компьютере и най­

дена зависимость пеff =  neff(r), что позволило по форму­

ле (1) определить значение критического поля Всг(г) для 

различных расстояний до центра звезды г. При этом 

для численных оценок использовалась величина магнит­

ного момента нейтрино р, =  10~10рв, также считалось, 

что Am2 =  10-4 эВ2, sin20 =  0,1 (см.[25]), энер­

гия нейтрино Еи =  20 МэВ, а величина А* в случае 

перехода между состояниями майорановских нейтрино 

(иеь <-> Т7ц) равна cos 29.

Для решения системы дифференциальных уравнений 

(4),(6) использовалась разностная схема Рунге-Кутта 

[24]. При этом для модели, основанной на жестком урав­

нении состояния вещества для ядра нейтронной звез­

ды [5] (модель трехну к лонного взаимодействия, прибли­

жение тензорного взаимодействия), в качестве началь­

ных данных были использованы значения го, то и Pq — 

Ро(ро) на внешней границе внутренней коры звезды.

Представляет интерес провести сравнение вычислен­

ного значения критического поля Всг и реального маг­

нитного поля В при различных значениях г. Зависи­

мость поля нейтронной звезды от расстояния г на до­

статочном отдалении от поверхности звезды (г 10 км) 

может быть аппроксимирована формулой

В(г) =  -Во(- )3.
\ Г

(13)

Для внутренних областей звезды, при условии вмо- 

роженности поля в вещество, можно считать,что по­

ле будет меняться с изменением плотности по закону 

В  ~ р2/3.

0,0 11 i ni пт|mrrn и |i 11 и 11 ч 11 mi-iiri’i и I чип
10,25 10.30 10,35 10,40 10,45 10,50 10,55

Рис.1
р , КМ

0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00

Рис.2
|дО%км)

Используя эти предположения относительно поведе­

ния магнитного поля, можно построить (рис. 1) зави­

симость критического поля Всг(г) (сплошная линия) и 

магнитного поля звезды В(г) (сплошная линия с точ­

ками) от расстояния г для области вблизи поверхности 

нейтронной звезды (г ~ го). Предполагается, что на 

внутренней границе внешней коры нейтронной звезды 

поле принимает значение В(г «  го — 10 км) «  1014 Гс. 

Линия с точками соответствует случаю, когда В ~ р2/3. 

Штриховая линия описывает характер поведения поля 

В(г) ~ 1/г3.

На рис. 2 линией без точек показана зависимость 

критического поля Всг(г) от расстояния для удаленных 

областей (г > го), а линией с точками— аналогичная за­

висимость магнитного поля В(г) ~ 1/г3. Для больших 

расстояний (г го) В сг(г) совпадает с соответствую­

щим вакуумным значением

Вс
AmlA* 

4 ¡IE
(14)
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Для иллюстрации характера рассматриваемых ос­

цилляций нейтрино в пучке на рис.З показана усреднен­

ная по расстоянию от'точки появления нейтрино веро­

ятность Рау =  Р(иеь —► ущ), характеризующая общее 

число нейтрино в пучке, исходно состоящем из ней­

трино иеь, в зависимости от расстояния г до центра звез­

ды.

0,5

0,3

0,2

0,1

вп /
/

A

П /

/
a

i
i
i

10,25 10,30 10,35 _ 10,40 10,45_ 10,50 10,55

Рис.З

Гр км

1,00
р

0,80

0,60

0.40

0,20

0,00
0,00 10,00 20,00

Рис.4

' ( V I
30,00 40,00

R-R<tcM

Для отдельных нейтрино, первоначально являющих­

ся иеь, вероятность Р  =  Р(»еь —► ^ я), определяющая 

осцилляции Нейтрино с расстоянием г, осциллирует око­

ло среднего значения Р^еь -*йцн) с амплитудой, кото­

рая зависит от соотношения В(г)/ВСГ(г). На рис. 4 и 

5 показаны в более крупном масштабе осцилляции ве­

роятности для двух характерных областей А и В (см. 

рис.З).
Исследование осцилляций нейтрино в глубине ней­

тронной звезды показывает, что вследствие более бы­

строго возрастания критического магнитного поля по 

сравнению с реальным магнитным полем, вмороженным

в вещество, при приближении к центру звезды, в более 

глубоких слоях (внутренняя кора, ядро) значение веро­

ятности перехода Ри{-*и, "С 1. Эта тенденция отражена 
и на рис. 3. Поэтому особый интерес при исследовании 

осцилляций нейтрино в веществе, обусловленных нали­

чием магнитного поля, представляет рассмотренная На­

ми область нейтронной звезды (внешняя кора).

1,00

0,80

0,60

0.40

0,20

0,00 i п ч  i
0,00 10, 40,00 

С М

Таким образом, проведенное сравнение величин воз­

можных реального и критического значений напряжён­

ности магнитных полей позволило сделать вывод, ^то 

осцилляции нейтрино могут становиться существенны­

ми в областях, прилежащих к границе нейтронных 

звезд, до расстояний порядка 600 г$. При этом у поверх­

ности нейтронной звезды может иметь место ’’погранич­

ный эффект” [9] (переход половины активных нейтрино в 

стерильные). Отметим, что в указанной области много­

кратные переходы нейтрино из одного состояния в дру­

гое под действием сильного магнитного поля становятся 

возможными вдали от точки резонансного увеличения 

вероятности перехода (см. [9]).

Работа выполнена при поддержке Межрегионального 

центра фундаментальных исследований.
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

УДК 530.145

РАСЧЕТ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ И ИЗЛУЧАТЕЛЬНЫХ 
ПОТЕРЬ ОТКРЫТЫХ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ РЕЗОНАТОРОВ

А.А.Усанкин
(кафедра молекулярной физики и физических измерений)

Разработан численный алгоритм расчета излучательных потерь и собственных 

частот открытых диэлектрических резонаторов, имеющих форму теЛа вращения с 

произвольной образующей. Показано, что данный алгоритм применим для изучения 

мод типа ’’шепчущей галереи” при высоких значениях азимутального индекса.

Введение

В настоящее время для решения ряда задач необхо­

димо знать предельно достижимую излучательную до­

бротность и зависимость потерь от формы и разме­

ров открытых диэлектрических резонаторов (ОДР) или 

системы резонаторов СВЧ или оптического диапазона 

[1.2]-
Особый интерес представляет теоретическое иссле­

дование мод типа ’’шепчущей галереи” (ШГ). Для ШГ- 

мод характерна концентрация поля в малой тороидаль­

ной области вблизи поверхности резонатора и их высо­

кая добротность (экспериментально достигнуты значе­

ния добротности ф  > 1011 для сапфировых резонато­

ров в СВЧ-диапазоне и ф > 109 для оптических квар­

цевых микрорезонаторов). Это позволяет использовать 

ОДР в установках для исследования квантовых эффек­

тов, а также в высокочувствительных датчиках пере­

мещения. Используемые в таких исследованиях ОДР 

должны иметь как можно большую добротность. Теоре­

тические оценки показывают, что при уменьшении раз­

меров резонаторов (а это диктуется требованиями ря­

да экспериментов) существенный вклад в потери ОДР 

оказывает их излучение. Поэтому практически важен 

точный расчет зависимости излучательных потерь и ре­

зонансных частот от формы и размеров ОДР, особенно 

для ШГ-мод.

Напомним, что электромагнитные колебания в ОДР 

возможны только при дискретных значениях собствен­

ной комплексной частоты, зависящих от формы ОДР.


