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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

УДК 530.145

РАСЧЕТ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ И ИЗЛУЧАТЕЛЬНЫХ 
ПОТЕРЬ ОТКРЫТЫХ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ РЕЗОНАТОРОВ

А.А.Усанкин
(кафедра молекулярной физики и физических измерений)

Разработан численный алгоритм расчета излучательных потерь и собственных 

частот открытых диэлектрических резонаторов, имеющих форму теЛа вращения с 

произвольной образующей. Показано, что данный алгоритм применим для изучения 

мод типа ’’шепчущей галереи” при высоких значениях азимутального индекса.

Введение

В настоящее время для решения ряда задач необхо­

димо знать предельно достижимую излучательную до­

бротность и зависимость потерь от формы и разме­

ров открытых диэлектрических резонаторов (ОДР) или 

системы резонаторов СВЧ или оптического диапазона 

[1.2]-
Особый интерес представляет теоретическое иссле­

дование мод типа ’’шепчущей галереи” (ШГ). Для ШГ- 

мод характерна концентрация поля в малой тороидаль­

ной области вблизи поверхности резонатора и их высо­

кая добротность (экспериментально достигнуты значе­

ния добротности ф  > 1011 для сапфировых резонато­

ров в СВЧ-диапазоне и ф > 109 для оптических квар­

цевых микрорезонаторов). Это позволяет использовать 

ОДР в установках для исследования квантовых эффек­

тов, а также в высокочувствительных датчиках пере­

мещения. Используемые в таких исследованиях ОДР 

должны иметь как можно большую добротность. Теоре­

тические оценки показывают, что при уменьшении раз­

меров резонаторов (а это диктуется требованиями ря­

да экспериментов) существенный вклад в потери ОДР 

оказывает их излучение. Поэтому практически важен 

точный расчет зависимости излучательных потерь и ре­

зонансных частот от формы и размеров ОДР, особенно 

для ШГ-мод.

Напомним, что электромагнитные колебания в ОДР 

возможны только при дискретных значениях собствен­

ной комплексной частоты, зависящих от формы ОДР.
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Каждой моде соответствуют три индекса: т  — ази­

мутальный (количество длин волн, укладывающихся 

вдоль ’’экватора” резонатора); п - радиальный (коли­

чество колебаний вдоль радиуса); / — меридиональный 

((т  — / + 1) — количество колебаний вдоль образую­

щей резонатора). ШГ-модам соответствуют колебания 

с т  — I — 0; 1 при п =  1;2. Нахождение собственных 

частот, распределения полей и излучательных потерь 

ОДР является в общем случае нетривиальной задачей. 

Решение этой задачи аналитическими методами мате­

матической физики возможно только для резонаторов, 

поверхность которых является эллипсоидом вращения 

(бесконечный цилиндр, шар) [3,4]. В остальных случаях 

возможно приближенное численное решение.

Различные способы численного решения указанной 

задачи были предложены авторами работ [5-9]. Так, 

например, в работе [5] применен метод аппроксимации 

второго порядка. Данный метод применим только для 

дисковых резонаторов и при выполнении условий е 1 

и Еп =  Ег «  0 (поле на торцевой стенке резонатора). В 

работе [6] авторами был предложен метод неполной маг­

нитной стенки. В случае основной моды (т  =  0, п =  1) 

для резонансной частоты получено соответствие с экс­

периментом лучше 1%. Такое же соответствие с экспе­

риментом было получено в работе [7]. Здесь метод маг­

нитной стенки использовался вместе с вариационным. 

Указанные методы применимы только для мод с низ­

ким радиальным индексом (п =  0; 1; 2), причем отноше­

ние высоты к диаметру должно быть порядка единицы 

и больше. Кроме того, в работах [5-7] не указывается 

способ расчета излучательных потерь, и методики [5-7] 

нельзя использовать для расчета ШГ-мод высоких ази­

мутальных порядков (т  > 10).

В работах [8,9] предложен метод расчета собствен­

ных частот и излучательных потерь в диэлектрических 

резонаторах формы тела вращения. Способ расчета 

основан на численном решении задачи о колебаниях в 

ОДР методом интегральных уравнений (методом момен­

тов). Авторами [9] решена задача применительно к дис­

ковым резонаторам для ряда мод низкого азимутального 

порядка (ш =  5). Различие рассчитанных и экспе­

риментальных значений добротности и частоты соста­

вляет величину порядка 1% для различных мод, в том 

числе и для ШГ-мод.

Вопрос об излучательных потерях ШГ-мод высоких 

порядков (т  > 10) в ОДР формы тела вращения с обра­

зующей произвольной формы, насколько нам известно, 

до сих пор не исследовался. В настоящей работе пред­

принята такая попытка. Для нахождения собственных 

частот и излучательных потерь был использован метод 

моментов (ММ) [8-10]; была определена область приме­

нимости ММ. Для этого методом моментов решалась 

задача о свободных колебаниях в сферическом резона­

торе, для которой уже существует точное решение [3]. 

Было выяснено, что с помощью ММ можно находить 

собственные частоты для ШГ-мод вплоть до 30-40-го 

порядка с точностью до 0,1 % и распределения полей

с точностью до 1%. Однако для вычисления излуча­

тельных потерь мод высокого азимутального порядка 

(т  >. 10) ММ неприменим. Это связано с тем, что йри 

га > 10 ШГ-моды имеют очень большую излучатель- 

ную добротность (Q =  >• 103, ш =  и' + га/' )

и малые комплексные добавки к частоте незначитель­

но влияют на величину определителя матрицы импе- 

дансов в ММ. Метод моментов позволяет вычислять 

излучательные потери с погрешностью менее 10% лиПн> 

для мод, добротность которых не превышает 103. Для 

мод, обладающих большей добротностью, вычисление 

излучательных потерь в ММ требует разбиения образу­

ющей на большее число частей, что ведет к увеличению 

времени вычислений. Уже для числа разбиений обра­

зующей в ММ N =  30 время вычислений на машине 

DX4-100 достигает нескольких часов. В настоящей ра­

боте предложен способ расчета излучательных потерь 

для ШГ-мод высоких порядков с погрешностью менее 

20% . Излучательные потери вычислялись в два эта­

па. Сначала с помощью ММ находились резонансная 

частота и распределение полей на границе резонатора, 

затем на этой основе находилось пространственное рас­

пределение электромагнитного поля, которое позволяет 

найти поток энергии, уносимый из резонатора, и рас­

считать излучательную добротность. Путем сравнения 

с точным решением для шарового ОДР была проверена 

применимость ММ для расчета собственных частот? (с 

погрешностью до 0,1% ), полей (1% ) и излучательных 

потерь (20% ). Таких же значений погрешности в опре­

делении этих величин можно ожидать и для резонаторов 

более сложной формы. ММ был применен для исследова­

ния излучательных потерь в дисковых ОДР. Получена 

зависимость излучательных потерь дискового ОДР от 

его высоты для ШГ-моды с т  =  15.

П остан овка задачи. М етод моментов

Можно показать [11], что электромагнитное noi(e в 

ОДР удовлетворяет следующим интегральным уравне­

ниям:

п х J  |ги^Л5(<£>1 + <р2) + K s х V' • (<pi + <р2)~ \

---— DivJ5V' • (ipi + — (Р2 ) \ds' =  0, i(l)
U£i \ £2 J  J

n x J  |iw£iKs ^>1 +  ^ 2̂  -
s

-3S x V7 • (<pi + <p2) ----DivKs V' • (<pi + <p2) U s ' Ф 0.
UlfJ, J

( 2 )
Интегрирование ведется по координатам поверхно­

сти резонатора х'. Индекс ”1” соответствует значениям 

электродинамических величин вне резонатора, индекс 

”2” — внутри него; щ =  exp {-iki|х - х'|}/|х - х'|,

(1—1 П/П
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Таблица 1

т (к го)ех <?еж ЛГ (к'го)мм Ямм '6Ш ¿0

3 3,007 5,07

10 3,07 6,18 0,02 0,18

20 3,03 5,26 0,01 0,04

30 3,00 5,09 0,002 0,004

10 7,246 8,38Ю2

10 7,30 9,2-102 0,007 0,09

20 7,28 8,47-10' 0,005 0,01

30 7,25 8,3410' 0,001 0,005

20 12,772 1,98-106

10 12,75 З103 0,002 400

20 12,76 1 • м* 0,001 200

30 12,77 5-10* 0*0002 40

30 18,164 6,67-Ю9

10 18,12 2 • 10й 0,002 17500

20 18,14 3 • 10* 0,001 8750

30 18,15 1 ■ 10° 0,0008 7000

=  и у/Щ1; Д3 =  п х Н, К 8 =  —п х Е; п - вектор нор­

мали к поверхности резонатора; - оператор поверх­

ностной дивергенции, ^  Систему

(1)-(2) можно однозначно разрешить относительно Л8, 

К8 ии .

Решать задачу удобнее всего в цилиндрических ко­

ординатах. Для каждой моды т  поля Л8, К8 предста­

вимы в виде разложения вдоль образующей резонатора 

(рис.1):

Рис.1. Геометрия и разбиение образующей ОДР 
формы тела вращения

N N
гт<р

■»гю = ‘ Е +¥>Е4П'(<)
V а = 1 г=1 /

/  N N  \

к г («) =  И Е я г 'п ч о  + * Е н № (* )
1 = 1 1 = 1

ггг{л\ _  /  1}̂  С [̂ ¿,¿¿+1])

{ ) I  0 Л 1 и ,и +1].

Здесь ЗТ(г) =  {Е#)Ь  + £„(*)*>}, К™(*)'= {#«(*)* 

+ Я^(<)^} (t, <р — единичные векторы), П‘ (<) — базо­

вая функция, Е\, Е^, Щ , Ну — средние значения соста­

вляющих поля на интервале ¿¿+1]. Таким образом, 

получим из (1), (2) систему 4Л/' линейных однородных 

уравнений относительно неизвестных Е\, Е^, Н\, , г =

1,...,ЛГ:

*7к (^тв)!

[Е\)

[41
[Щ]

I В Д

(3)

Условием существования нетривиального решения 

системы (3) является равенство нулю определителя

сЫ ¿-*(и>тв) = 0.

Из этого условия можно получить комплексные соб­

ственные частоты штп =  и/ + ш " свободных колебаний 

резонатора.

Результаты проверки ММ шарового ОДР с е =  4 

для ШГ-мод (т  =  /, п =  1) приведены в табл. 1, где 

представлены значения частот и добротностей для мо­

ды ТН типа моды ШГ. В табл. 1 (к'го)ех — безраз­
мерная частота, где к' —  волновое число, соответству­

ющее точной резонансной частоте, г0 — радиус шаро­

вого резонатора, С)ех — точное значение добротности, 

N  - число разбиений образующей резонатора в методе 

моментов, (к1 го)мм и С^мм — соответственно безраз­
мерная частота и добротность, полученные методом мо­

ментов, 6Ш и ¿д — относительные погрешности вычи­

сления собственной частоты и добротности. Таблица 

1 иллюстрирует отмеченный во введении факт непри­

менимости ММ для вычисления излучательных потерь 

ШГ-мод для порядков пг > 10. Для т  > 10 излучатель- 

ные потери вычислялись с помощью соотношения

Ие

(4)

Физический смысл (4) следующий: числитель — по­

ток энергии, излучаемой резонатором, знаменатель — 

энергия, запасенная в резонаторе. Данный алгоритм
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протестирован на известной задаче о колебаниях в ди­

электрическом шаре. Результаты проверки (табл. 2)

Таблица 2

т 1/(2 Qex) N 1/(2Qm m ) 1

10 1,1 Ю -8 0,67

20 (ТЕ) 1,84-Ю-7 20 1,6 -10"* 0,15

30 2,05 10-7 0,11

10 2,9 10"8 0,98

20(ГЯ) 2,5-10-т 20 3,5 10_t 0,29

30 3,1 10"7 0,19

10 1,36 Ю "10 0,59

30 (ТН) 6,0710_п 20 1,4 Ю-10 0,57

.30 8,9 10“11 0,32

40 6,8 10_n 0,12

показали, что численное решение сходится к точному 

при увеличении N. Формула (4) прим!1шма для вычи­

сления добротностей мод до 30-го порядка, и точность

Рис.2.Зависимость излучательных потерь дискового ОДР от от­

ношения его высоты к длине волны в резонаторе 

Рис.З. Распределение компоненты напряженности электрического 

поля вдоль образующей дискового ОДР

вычисления добротности по этой формуле существенно 

зависит от точности вычисления поля в пространстве 

вокруг резонатора.

В качестве примера использования описанного алго­

ритма приведем зависимость излучательных потерь ди­

электрического дискового резонатора от отношения ¡вы­

соты диска к длине волны в резонаторе (рис.2). На ррс.2 

показаны данные, соответствующие ШГ-моде (pachpe- 

деление одной из компонент поля вдоль образующей на 

границе резонатора показано на рис.З) cm  =15 ,£  =  4,0. 

На графике четко прослеживается резкое уменьшение 

излучательной добротности, когда высота резонатора 

становится порядка длины волны.

Автор благодарен С.П.Вятчанину и И.А.БиленкЬ за 

постановку задачи и внимание к работе.
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