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УЧЕТ ВНУТРЕННИХ ГРАВИТАЦИОННОГО И МАГНИТНОГО ПО..
В АНАЛИЗЕ ПОЛЯРНЫХ КОЛЕБАНИЙ ВНУТРЕННЕГО ЯДРА ЗЕМЛ*

Н.А.Чуйкова, С.А.Казарян, С.Л.Пасынок

(ГАИШ)

Задача решалась в постановке Шлихтера-Буссе с учетом сил, вызванных притяжением 
несимметричной оболочки Земли и наличием магнитного момента у внутреннего ядра. Внутрен
ние гравитационный и магнитный потенциалы моделировались в виде потенциалов простого 
слоя, расположенного на сферической поверхности внешнего ядра. Рассматривались две моде
ли гравитационного потенциала. Первая из них строилась на основе внешнего гравитационно
го поля Земли, вторая -  на основе сейсмических данных. Оказалось, что выбор модели мало 
влияет на частоту возможных колебаний внутреннего ядра и значительно влияет на смещение 
ядра Земли.

Введение

Целью настоящей работы является оценка воз
можного смещения внутреннего ядра Земли и пери
ода его свободных колебаний в поле тяготения твер
дой несимметричной оболочки Земли и жидкого 
внешнего ядра. Влияние других возможных сил, 
действующих на ядро, как-то: кориолисовых сил и 
сил Лоренца, сильно зависит от параметров магнит
ного поля внутреннего ядра и от физических харак
теристик ядра Земли. Об этих характеристиках нам 
практически ничего не известно, а применение раз
личных научно обоснованных гипотез приводит к 
варьированию их в очень больших пределах. Поэ
тому мы выбрали такую модель возможного движе
ния внутреннего ядра, в которой воздействие сил 
Кориолиса и Лоренца практически сводится к ну
лю. Этой цели отвечает движение ядра вдоль оси 
вращения Земли (полярной оси).

Будем исследовать движение твердого ядра Зем
ли вдоль оси вращения в следующей модели. Внут
реннее ядро будем считать однородным и сферичес
ким с плотностью ст., массой т. и радиусом г. Оно 
погружено в однородное жидкое ядро с плотностью 
сте, массой ге, ограниченное сферической границей 
радиуса г . Будем рассматривать такие медленные 
движения твердого ядра, что для вычисления рас
пределения давления в жидком ядре в каждый мо
мент времени можно пользоваться уравнением гид
ростатического равновесия. Ось вращения совмес
тим с осью Ог прямоугольной декартовой системы 
координат с началом в центре Земли и осями, жест
ко связанными с ней. Уравнение движения твердого 
ядра представим в виде

а 1 2 ¡ж 1 7т

где ^ (/) -  ^-компонента у'-й силы, действующей на 
ядро. В настоящей задаче это силы давления и 
гравитации.

Внутреннее гравитационное поле Земли

Внутренний гравитационный потенциал Земли

можно представить как сумму двух потенциалов: 
и о+Аи, где 170-  потенциал гидростатически уравно
вешенной Земли, А и  -  неравновесный (аномаль
ный) потенциал, обусловленный оболочкой Земли.

Если центр масс ядра совпадает с центром масс 
гидростатически уравновешенной Земли, то

Р ^ = д 1 Г0/д г =  0. (1)
Силу ^ (0), возникающую при смещении внутренне
го ядра, легко получить как разность силы притяже
ния точки с массой т.и координатами (0,0,г) жид
ким шаром радиуса (г.+ \ г  |) с центром в начале ко
ординат и силы притяжения ее же жидким шаром 
радиуса г., центр которого совпадает с данной точ
кой:

■рт= -(4/3)тгО огт . . (2)
Здесь О -  постоянная тяготения, г -  смещение яд
ра, ое-  плотность внешнего ядра вблизи границы с 
внутренним ядром (ст^соп^ в нашей модели).

Неравновесный потенциал А1/ оболочки мо
делировался нами в виде суммы потенциалов 
простых слоев, расположенных на основных плот- 
нос'гных сферических границах разделов внутри 
Земли, известных из сейсмических наблюдений
(А и —̂ А и ) .  Потенциал каждого такого простого 
слоя во внешнем пространстве представляется в 
виде разложения по шаровым функциям вида

ОМ  “ « (а
дс/=  —  Е Е  -г „о „.о I Г

(С С08 тХ +

+ Р>птсоъ тХ) Р™со& 0), (3)
где а -  большая полуось земного эллипсоида, М  -  
масса Земли, X -  географическая долгота, 0 -  по
лярное расстояние, а Спт и й пт -  коэффициенты 
Гаусса. Во внутренней области имеем

1

п=0 т=0
А и =  -  Е Е -  (8пт соб тХ +

+ Т  е т  тХ) Р тсоб 0),пт ' п ' 3 (4)

где г -  радиус границы раздела. В силу непрерыв-
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ности Д U при г =г имеют место тождества

= GM
(  Vа к

ID. (5)

Таким образом, задача определения внутренне
го неравновесного потенциала сводится к задаче 
разделения внешнего аномального потенциала А и  
на сумму потенциалов простых слоев. Решение этой 
задачи неоднозначно, поэтому нами было рассмот
рено несколько возможных вариантов.

1. Ш  = и с_т + и \к) , где потенциал и^т обус
ловлен вариациями границы ядро-мантия, 1 7 ^  -  
потенциал масс изостатически компенсированного 
рельефа Земли.

Если принять схему компенсации по Эри-Хей- 
сканену, т.е. исходить из принципа баланса масс ре
льефа и компенсирующих масс, то получим

fr (i)
пт

D ( 1) 2n + l \ a J  aR

/7+2 (0)

в( 1) (6)

Здесь Aj£, В {п2 — коэффициенты разложения по 
сферическим функциям высот рельефа относитель
но принятой поверхности гидростатически уравно
вешенного эллипсоида Земли

СО Л
Я(фД)= д д  + S  2  [А"1 cos тк +

л=1 т=0

+ В т sin mk I P m(cos 0),

Я -Я ^А Я  -  средний радиус поверхности рельефа, 
Я0 -  средний радиус поверхности гидростатически 
уравновешенного эллипсоида Земли, гх= /?0-  -
средняя глубина компенсации, а, -  средняя плот
ность масс рельефа, ст -  средняя плотность Земли. 
Тогда для коэффициентов разложения остаточного 
поля имеем

ДО,
A D,

(Г(1)^  пт

D ( 1)
(7)

.(0)
где АС2к0 С2к 0 С2к0, АС2к+10 С2к+10, АСтп Спт,
ДО —В  . Здесь С , В  -  стоксовы постоянныепт  пт гнп 7 пт

всей Земли, известные, например, по спутниковым 
данным [1], С 2^ о -  гармонические коэффициенты 
гравитационного поля гидростатически уравнове
шенной Земли.

2. Д£/=£У + и '+ С/2, где £ /’ -  потенциал масс
с-т .

эквивалентного (т.е. однородного по плотности) ре
льефа, и 2 -  потенциал масс, обусловленных геомет
рией границы Мохоровичича. Коэффициенты раз
ложения остаточного поля

с < Г 2)1 з
ОМ2) Г 2п + ) \ а )  aR
пт )D в(о

До /7+2

в

¡(2)'
пт

( 2 )

Здесь Дам -  скачок плотности на границе Мф- 
хоровичича, А ^ ,  -  коэффициенты разложе
ния по сферическим функциям глубин поверхности 
Мохоровичича.

3. АЦ=ис_т+ и 1+ и 2+ и ъ, где и г -  потенциал 
масс, обусловленных плотностными неоднороднос
тями на глубине с12—660 км.

Если принять, что на глубине с12 осуществля
ется компенсация вышерасположенных масс путем 
выравнивания давления, то получим |

И Г (2>(3)1 _ з (К
1 /)(1)+(2)+(3) Г 2п + А а

(Ф

где г2=Я0 -  б/2 . |
4. А11—и ст, где потенциал и ст обусловлен вари

ацией границы ядро-мантия, известной по сейсми
ческим данным [2]. Коэффициенты разложения ос
таточного поля

и4 пг”+2А а 1

Здесь Да -  скачок плотности на границе ядро- 
мантия, Апт, В пт -  коэффициенты разложения по 
сферическим функциям вариации границы.

Чтобы определить силу /^(у), соответствующую 
представленным выше потенциалам, рассмотрим 
следующую производную:

д{г пР ”( СО8(0))/<& =

= пг п~2гРпт(г/г)+г п~{( \- г /г )2дР ™(х)/дх \х=2/г ■
Так как исследуется движение твердого ядра вдоль 
оси Ог, то, полагая здесь г — г, получим 
д(упР »'{г/г)))дг 1г=, = п г п' хР"'{ 1), откуда

„и) dAU _ ^  а
F}J) = mi — —= GMmi 2 , — ¿¿Щ —

& / г) t i  \ ri )

\ ni \ п~х z

Гидростатическое давление

Рассмотрим такие движения внутреннего ядра 
при которых можно приближенно считать, что в 
каждый момент выполнены условия гидростатичес 
кого равновесия. Начало системы координат в этом 
случае удобно совместить с центром твердого ядра 
находящимся в точке г  — -  с! в старой системе коор 
динат. Тогда силовая функция в расчете на еди 
ницу массы

и = и л и Л А и , (12
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где Ux -  силовая функция жидкого шара радиуса 
I г -  а I с центром в точке z '=d; U2 -  силовая функ
ция шара с плотностью о. -  о, с центром в точке 
г ’ — 0 и радиусом г.. В этом случае г -  а =(р' cos ср', 
р' sin ф', z ' - d ), откуда

U= -  (2/3)71 G сте(р'2 + z '2 + d 2-  2dz’). (13)
Так как о, в нашей модели постоянна, то уравнение 
гидростатического равновесия V/?= о, V U дает

Р~ Uo + р 0, (14)
где р  -  изотропное давление, а р 0 -  постоянная ин
тегрирования. Составляющая силы Архимеда, дей
ствующей на твердое ядро вдоль оси Oz, равна

F™ = -  ¡Vz.pdV = -  cf pnz, dS =
v s

= - j o eUn2.d S + C , (15)
s

где V -  объем твердого ядра, S -  его площадь, nz, -  
z -компонента единичного вектора, перпендикуляр
ного к поверхности твердого ядра, а С -  постоянная 
интегрирования, определяемая условием

F±a)= 0 при d  — 0. (16)
В сферических координатах (г ',ср',0') имеем

к it 2 п

[cos 0 ' sin Q’dQ'—O, Jcos2 0' sin 0 ' dQ — 2/3, Jc/ф — 2л, 
o o o
nz, =cos 0', и z'= r¡eos 0' , dS= r¡ sin 0' на поверхности 
твердого ядра. (17)
Используя (17), получим

-  Сте (Ux+U2)nz,dS =-(2%Gfi) oe2(2r¡d)- 2/3 =
s  "  2  6  ( 18) 

= -  167i2Gae2 rfd/9+Cv
где С, -  постоянная.

Обозначим через z ' z-координату, через г ' -  мо
дуль радиус-вектора точки в старой системе коорди
нат. Тогда

- <J> a A.Un ,dS =

‘V 6 2 я <19>2по г 2 А „г 
= -—- V  —  rnP (cos 0) cos 0' sin 0' dQ' .

r e r "  o

Заметив, что r cos Q - z '- d ,  и учитывая (17), получим
Я
J rPl (cos 0)cos 0 ' sin 0 ’dQ —C2, (20)
o

где С, -  некоторая постоянная. Далее,

r 2P2 (cos 0)cos 0 ' sin 0 ' dQ' = -  4dr. /3,

j  гъРъ (cos 0)cos 0 ' sin 0 ' dQ' = 2d2r .
0

Подставляя (20) и (21) в (19), получим

-  £ ае А С/й , dS = т. °± / 2А^  _ +С3 (22)

с нужной точностью. (Сохраняем члены до г 2 вклю
чительно.) Теперь, подставляя (18) и (22) в (15) и 
учитывая (16), получим

‘о.

Vf  Л J  A \
— nGo ------2
3 е г*

ЗА
z — зр Z2

(23)

Учет силы Лэмба

Следуя [1,2], учтем также гидродинамическую
силу

F (L) = - m.
ld í2

а
vV

> ’ (24)

где ар -  коэффициент, зависящий от внутреннего 
строения ядра Земли.

Внутреннее магнитное поле

Пусть твердое ядро обладает магнитным момен
том ц. Тогда сила, действующая на него со стороны 
магнитного поля, равна [3]

FW=(nV)Z? (25)

где V -  набла-оператор, а 5  -  2-компонента на
пряженности внешнего магнитного поля. Вне про
странства, занятого токами, создающими поле, В 
представимо в виде В = -УФ , где Ф -  магнитный 
потенциал. Во внешнем пространстве он представ
ляется в виде

оо п ( п \  П+\

л=0 от=0 V У
(е cos тХ +хО пт

+ hnm sin n¿k)P™ (cos 0),

где gnm и hnm -  коэффициенты Гаусса. Во внутрен
ней области Ф представим в виде

(a cos тХ + b sin тХ)Р(т) (cos 0).v пт пт /  п v '

Будем считать, что Ф порождено простым слоем, 
расположенным на сферической границе ядро-ман
тия г = ге. Тогда из условия непрерывности Ф на 
этой границе получим

а = а"+2-е  /  г п . (26)
пт О пт  '  е 4 /

Вычисление по (25) приводит к результату
п-2

т 1 гем, п=2 г '1

где учтено, что г = г  для колебаний вдоль полярной 
оси. Используя связь (26) и ограничиваясь членами 
до г2 включительно, получим

^ (М) 2ц.
(  \  

4 -5 5 ¿i 6  2а Я20 , За Язо2 | g40z
m¡ r„m¡ re

(27)
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Движение твердого ядра

Подставляя (23),(2),(11),(24) и (27) в (1) и учи
тывая, что основные силы, действующие на ядро, 
обусловлены влиянием границы ядро-мантия, по
лучим

сРу
= -  032у  + А (у + 20)2,

где
2 _

dt2

(4 2GMa2C~
—nGo -  —---- —^
3 е г

(28)

LV

+ 4 a 5g:30

r Dm.
ст

1 + а  -1Р-гг

г ст 
1 — £ 

V °
Л-1

+

zn =

А =

2u ctg.
20

r Jm.
ст

1. + а  -£ (D- 2

3 GMa3C r  ст 4
1 - , - 4

CT.

12и ^ 40 1 + а
ст
CT.

-l
y = z - z 0. (29)

П олож им , как  это при нято , _y=i?cos((Qi+<j)), 
dy/dt=-Bm 8ш(о)Н-ф), где В и ф -  искомые функции, 
и подставим эти выражения в (24). Требуя обраще
ния в нуль определителя полученной системы, по
лучим систему уравнений для определения искомых 
функций В и ф. Проведя переобозначения

Q = ( o - — ф = ф + —- t  (30)
со to

и применив тригонометрические формулы, найдем

z = В cos (Qt + ф) + z0 , (31)
где медленно меняющиеся функции В и ф опреде
ляются дифференциальными уравнениями

d(p
dt

Zt\B + + Zr cos'F

Вz nB cos2vP ------собЗ'Р

+ z l  sin 'F + znB sin 2VFdB _ A ff 3 B ‘ 
dt cd 4

. 'P =Q t + ф .
Количественные результаты

В -sin3vF

(32)

Для количественных оценок были приняты сле
дующие значения постоянных: я=6,378 106 м, ОМ= 
=398603 1 09 м3/с 2, Д=6,37103 106 м, а=6,6742 10-и 
м3/кг-с2, ст=5,517103 кг/м 3, ст1=2,07-103 кг/м 3, г = 
=3,4774-106 м, г=1,2215-106 м, Аст=сте-сттапие=4337 кг/м3
[4], Л/?=-1,48 км, ¿£=22,37 км, Астм=0,34-103 кг/м3 [5].

Стоксовы постоянные были взяты согласно 
СЕМ-ТЗ [6]. Для модели гидростатически уравно

вешенной Земли использовались следующие пар|а- 
метры: С2О=-1072,1 10-6/^ = -4 ,7 9 4 6  10-4,
С40= 2 ,915 • 10_6/л/9=7,7267 ■ 10-7.

Для коэффициентов Гаусса магнитного потен
циала были взяты значения [3]:
^= -122 ,91  • 10-4 ед.СГС, #30= 110,37 • 10~4 ед.СГС, 
^ 0=96,36 • 10-4 ед.СГС. |

Оказалось, что при сделанных предположениях 
относительно магнитного поля величина магнит
ного момента твердого ядра должна в миллионы раз 
превышать величину магнитного момента Земли, 
чтобы оказать заметное влияние на результаты. По
этому этот эффект решено было не учитывать. Ко
эффициент ар в силу его неопределенности бьрг 
принят равным нулю. Малая величина постоянной 
А (А = Ш^м-'с-1) позволяет не учитывать ее. I

Коэффициент с0~т  ̂ и полученные резуль
таты для различных вариантов 1-̂ -4 приведены! в 
таблице. Из сравнения данных таблицы можно за
ключить, что модель внеш ней оболочки мало 
влияет на период колебаний внутреннего ядра 
Земли Т и влияет лишь на величину смещения 
положения равновесия внутреннего ядра. Отметим 
также, что полученные нами коэффициенты С10 для
2-го и 3-го вариантов хорошо коррелируют с сейс
мическими данными [4], а коэффициенты С |0, 
характеризующие сжатие внешнего ядра для 1-ш  I и
3-го вариантов, как наиболее вероятных, коррели
руют с результатами, полученными в работе [7] йа 
основе анализа томографии Земли. |

Параметры 1 2 3 4

с̂"10 -0,320-10^ 0,245 IO 5 0,434-10-6 0,682 10-5

с20 -0,487-10-5 0,207-10-5 -0,247-10-5 0,918-10-*

с̂30 одоою-5 0,259-10-5 0,166-10-5 -0,664-10-6

V м -212,72 932,69 164,938 2596,92

0), С'1 3,989-10-4 3,987-10^ 3,988-10-4 3,987-10-4

Т 4 ч 22 мин 4 ч 22 мин 4 ч 22 мин 4 ч 23 мий
30 с 41 с 34 с 01 с j

Работа велась при финансовой поддержке Рос
сийского фонда фундаментальных исследований 
(грант 94-05-16784). j
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