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Z)=2. При этом выражение (8) конечно и имеет осо­
бенно простой вид: ^

4nN (9)

В результате N-Pt член ряда (3) при D=2 имеет вид
F N(x)

QN(x,x) =
4% N

(Ю)

Таким образом, при [F(jc)| < 1 ряд суммируется, и 
мы получаем

1 Q(x)
Greg(x,x) = — l n ( l - F ( x ) ) = - - ^ ,  (11)
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что совпадает с результатом работ [2,4].

Мы видим, что при выборе на V2 конформных 
координат теория возмущений в сочетании с мето­
дом размерной регуляризации приводит к рядам, 
каждый член которых хорошо определен. При D=2 
ряд суммируется при любом виде конформного

РАДИОФИЗИКА

УДК 621.3.09:621.373.1

фактора, и найденное для Gre&(x,x) выражение со­
впадает с выражением, полученным методом кова- 
риантной раздвижки точек.
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НЕПОДВИЖНЫЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ СОЛИТОНЫ 
В ПЕРИОДИЧЕСКИ НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ 

С КВАДРАТИЧНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

С. В. Поляков, А. П. Сухорукое

(кафедра радиофизики)

Получены уравнения для огибающих неподвижных параметрических солитонов на основ­
ной и удвоенной частотах в периодически неоднородных средах. Выведены интегралы движе­
ния и найдено точное решение, описывающее пространственное распределение колебаний. 
Проанализированы условия формирования и свойства неподвижных солитонов.

Известно, что благодаря нелинейным эффектам 
в диспергирующих средах могут распространяться 
солитоны огибающей [1]. К настоящему времени 
достаточно хорошо изучены свойства солйтонов в 
кубично-нелинейных средах. При этом особый ин­
терес представляет формирование медленных соли­
тонов на частотах, близких к границам области не- 
пропускания периодически неоднородных структур. 
В частности, распространение колебаний в запре­
щенной полосе частот возможно благодаря эффек­
ту нелинейного туннелирования медленных солито­
нов [2,3].

В последние несколько лет все большее внима­
ние привлекают параметрически связанные солито­
ны в средах с квадратичной нелинейностью. Их су­
ществование было предсказано в работах [4,5] и до­
казано в оптических экспериментах [6-8]. Оптичес­
ким параметрическим солитонам посвящено много 
работ, в том числе и обзоры [8-11]. Однако до сих 
пор почти не обсуждался вопрос о формировании и 
свойствах медленных параметрических солитонов в 
периодических структурах с квадратичной нелиней­

ностью^ Такое параметрическое взаимодействие 
можно реализовать, в частности, если частоты ос­
новной и второй гармоник находятся по разные 
стороны полосы непропускания. Данная работа по­
священа анализу этого важного и интересного типа 
солитонов.

Рассмотрим колебания в цепочке контуров b 
одинаковыми резонансными частотами чо0, асиммет­
ричными константами линейной связи а,, а 2 и раз­
ными коэффициентами квадратичной нелинейнос­
ти у,,у2. Такие колебания описываются уравнениям^*

*2.! + + У А  = -  а 2“ о(2*2» -  *2„-1 -

*2„.l t*- + Y|*L, = - >)•
,(D

“1 O ' 2/h-I 2w 2/3+2-'

В линейном приближении можно выписать дисперЬ 
сионноё соотношение

(оз/со̂ )2 = 1 + (а2 + а,) ± v(a2 + а ,)2 -  4a2a ]sin2&a,
связывающее частоту колебаний со и волновое число 
к (рис. 1). :

На дисперсионной кривой видны области про 
пускания и непропускания цепочки. В случае a ^ a
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нижняя ветвь расположена в интервале частот 
(о0<ю<сос., где юс=о>0(1+2а1)1/2 а верхняя -  в области 
(ой<а)«вв, где а>6=со0(1+2а2)1/2 и юа=а>0(1+2а1+2а2)1/2.

В параметрическом солитоне связаны первая и 
вторая гармоники [4-5]. Для возбуждения непод­
вижного солитона необходимо, чтобы вторая гармо­
ника имела частоту <о2~сой и волновое число Аг2=0, а 
первая гармоника состояла бы из двух встречных 
волн на частоте со,=со2/2  с волновыми векторами 
ки = -к п (см. рис. 1).

Рис. 1. Дисперси­
онная кривая для 
системы чередую­
щихся связанных 
колебательных си­
стем. Две волны 
основной частоты 
11 и 12 с противо­
положно направ­
ленными волновы­
ми векторами воз­
буждают непод­
вижную стоячую 
волну 2 удвоенной 
частоты

Перейдем теперь к описанию параметрического 
взаимодействия волновых пакетов, для чего поло­
жим
х 2п = 0,5[blxexp(m xt -  2nikxxa) + bx2tx p (m {t - 2 n ik xla) +

+ 32ехр(гю2/)]+ к . с., 
х 2п+х = О ^ ^ е х р О 'ю ^ - (2n+\)ikua) +

(2)

+ B l2exp(m xt -  (2n+ \)ikna) + Z?2exp(ico20] +к. с.
Здесь b, В -  шесть медленно меняющихся во 

времени комплексных амплитуд колебаний на двух 
частотах в четных и нечетных контурах соответ­
ственно. При слабб нелинейных колебаниях можно 
найти связь между амплитудами В и b в соседних 
контурах на каждой из частот. Опуская выкладки, 
приводим конечные соотношения для нелокальной 
связи амплитуд в линейном приближении на часто­
те со,:

д 2В,
(a2/ a  .)В7 + [а,/(ос. + а  ,)]а2-----ь2 =

В2 = -  ( а , /а 2)Ь2 + [а ,/(а , + а 2)]а2

dz2 

д %  
dz2

(3)

На частоте со, связь амплитуд колебаний в со­
седних контурах имеет следующий вид:

дВ. д 2В.
6 , = - ^ ,  + ^ —  + ц3— ,

дЪ. д 2Ь,
п 1к +Лз dz2

где (I и г| -  константы, выражающиеся сложным об­
разом через параметры периодической системы. 

Подставляя в (1) выражение (2) с учетом соот-

В х= -ц хЪх +ц2—} + Л з^ т '

ношений (3), можно получить уравнения для мед­
ленно меняющихся амплитуд ^распространяющих­
ся волн на основной и удвоенной частотах:

dB. d 2B,2 _= iD. 2
dt 2 dz2
дВ и

+ Mj **n.
dt dz
дВ а

-и , * B n
dt dz

+ i $2B UB IV

д 2В ,11
1 а 2

д 2В

+ *Р,Я,*А> (4)

1 dz2
^  + ф хВ *В 2,

где их -  величина групповой скорости на основной 
частоте сор D -  коэффициент дисперсии, (3 -  коэф­
фициент нелинейности.

Аналогичные уравнения были исследованы в 
[9—12] для случая трехволновых взаимодействий в 
диспергирующей квадратично-нелинейной среде. 
Однако в рассматриваемом случае мы имеем дело с 
пространственной локализацией солитонов. Для (4) 
существует (см. [9,10]) интеграл движения /3 в виде

2•
\ D' \ D- i

p2

dB2
J Lp. dz p, dz dz

гм,

дВ* п* д В и 
д — - 1

dB* n ,d B x2 
В„ — -  +В* ^ dz.

11 dz 11 dz 12 dz 12 dz 
По знаку /3 можно судить о наличии или отсутствии 
солитОна. Заметим, что для (4) существуют также 
закон сохранения энергии и интеграл / 2, записывае­
мый в виде

( dB* _ dB u 
в „ — -  + В* -В ,■-J

d B * д В '____ 12 _  о *  ____ 12

’12 dz 12 dz .
dz.

. 11 dz 11 dz 
Эти интегралы позволяют контролировать ход чис­
ленных расчетов.

Ищем локализованное в пространстве решение
(4) в виде B=A2(z)zxp{iQ,2t), B n-A n{z)txp{iilut - i q uz] 
и Bn=An(z)exp(iQnt + iqnz). Подставляя эти выраже­
ния в (4), получим уравнения для огибающих пара­
метрически связанных солитонов:

D2A2 = Q2A2- $ 2A n A n ,

Di A u = (Qn ~ ui<lu + D x4u)AXl- P XA2A X2, (5)

^ 1 2  =  ( ^ 1 2  _  U\Ql2 ^1^12^  “̂ 1 2  ~  $ 1 ^ 2 ^ 1 1 ’ 

Частотные расстройки и волновые числа связань 
соотношениями Q,,+ П12= Q2 и q{ = ql2-  uJ2D v Дш
(5) существует точное аналитическое решение i 
виде неподвижных солитонов А = a sech2( z / l ). Под 
ставляя солитонное решение в (5), получим соотно 
шения, связывающие параметры солитона и кон 
станты уравнения:

аи = a 12 == (6//2)Vd,£)2/P,P2, а2= 6Dx/ l 2$x, (6

П2 = 4D2/ l 2, Q,i = Q,2 = 2 D2/ l 2, (7

/2 = SDX(2DX -  D2) / u\. (8
Таким образом, волны основной частоты образую
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стоячую волну. Видно, что Z), и D2 должны быть ОД­
НОГО знака (см. (6)). Анализируя (8), получим далее, 
что в среде с D2/D = 2  параметрические солитоны 
рассматриваемого вида могут формироваться при 
/словии м,=0. Пространственная протяженность та- 
<их солитонов / зависит от амплитуды согласно (6). 
Если D2/D x< 2, то /2 принимает фиксированное зна- 
{ение (8), определяемое параметрами D и и,. Харак- 
герное пространственное распределение амплитуд 
неподвижных солитонов показано на рис. 2. Усло­
вие существования солитонов ZX/D, < 2 накладывает 
>граничения на коэффициенты связи а. Например, 
i случае и=0 имеем: 2aj(a2 + а,) -  а 2(а2 -  а ,)2, откуда 
следует, что а 2~2,66а,. Заметим, что расстройки 
)беих волн основной частоты (7) и добавки к вол- 
говым числам равны между собой. При формирова­
нии неоднородной стоячей волны на основной чае­
т е  система уравнений (5) сводится к двум уравне- 
шям, для которых были найдены локализованные 
>ешения с помощью численного и вариационного 
методов в широком диапазоне изменения парамет- 
юв [13].

В заключение сформулируем основные резуль- 
аты работы. Нами был исследован процесс форми- 
ювания неподвижных параметрических солитонов
1 периодических системах при возбуждении j второй 
армоники двумя встречными волнами. Выведены 
короченные уравнения на примере цепочки чере- 
ующихся контуров, допускающие солитонное ре­
шение. Получены соотношения, связывающие па- 
•аметры солитона. Выяснены условия, при которых 
озможно солитонное решение укороченных урав- 
гений.

Работа выполнена при поддержке Российского 
юнда фундаментальных исследований (грант 96— 
2—18592) и программы “Фундаментальное есте- 
твознание” (грант 95-0-2.2-79).
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