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С другой стороны, задача Коши (3) и соответству
ющая теоретическая гистограмма могут быть отнесе

ны к узкой окрестности некоторой начальной точ

ки. Формально такая возможность может быть учте

на путем решения задачи идентификации на множес-
п 

тве f (А, с, р) = 2:: с; f; (А, р;) с неопределенным с == 
i=l 

= { С1' ... ' Сп}. 
При дальнейшей разработке этой проблемы в диа

гностических целях естественно учесть, что наряду с 

погрешностями измерений входная информация может 

содержать и «биологический шум» по отношению к 

принятой модели. Для повышения качества диагности

ки следует совершенствовать модель, учитывая, напри

мер, многообразие иммунокомпетентных клеток. 

Авторы считают своим приятным долгом выразить 

благодарность В. Ф. Бутузову и В. М. Репину за внима

ние к работе и полезные обсуждения. 
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ СЛАБО НJВ:ЛИНЕЙНЫХ ПЛАЗМЕННЫХ ВОЛН 
В ПЕРИОДИЧЕСКИ НЕОДНОРОДНЫХ СТРУКТУРАХ 

И.М.Алешин 

(кафедра физики Земли) 

Рассмотрено влияние периодической неоднородности положительного фона на динамику нели

нейных потенциальных волн в холодной пла3ме в кубическом по амплитуде поля приближении. 

Показано, что такая неоднородность приводит к расщеплению спектра ленгмюровской волны на 

две ветви, одна из которых оказывается затухающей. Неоднородность среды приводит также к 

нелинейному сдвигу частоты. 

Рассмотрим систему, состоящую из электронного 

газа, погруженного в положительно заряженный фон с 

плотностью заряда р( r) = еп+ ( r): 

р( r) = р0 + др( r) , р0 = const , 

Z(r, t) = ~ J d~ Z(r + ~) = (z(r, t)), 
д 

л « л1 / 3 « л. 
(3) 

Однородность системы предполагает пренебрежение 

- элементарный заряд. членами вида 
Если длина волны возмущения Л = 27Г / k много боль-

ше характерного размера неоднородности : 

(1) 

то любую величину, характеризующую свойства систе

мы z(r, t), можно представить в виде суммы быстро и 
медленно меняющихся слагаемых: 

z(r, t) = Z(r, t) + дz(r, t), (2) 

(дzдпо), (4) 

где дп0 (r) - отклонение плотности электронов от ее 

среднего значения N 0 . Предполагая, что 

дпо « Na, (5) 
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можно использовать хорошо разработанные методы" 

применяемые в однородных задачах (см., напр., [1, 2])1 
и с учетом членов вида (4). 

Для определения координатной зависимости рав-· 

навесной электронной плотности необходимо исполь-· 

зовать кинетическое уравнение для матрицы плотное-· 

ти [3] или функции распределения [4]. В последнем слу-· 
чае для классической и сильно вырожденной электрон-· 

ной плазмы имеем соответственно (см. приложение) 

( ) 
_ N, { Ам exp{e1f?o(r)/T}, 

по r - 0 Ар (1 - 2e1f?0 (r) / Е) 3! 2 , (6) 

где lf?o(r) - самосогласованный потенциал поля, созда-· 

ваемый электронами и положительным фоном, Т, Ер -
температура и энергия Ферми 

Считая выполненными неравенства (5) и (1), будем 
полагать 

дпо ~ !ро, (7) 

что позволяет заменить формулы (6) линейными по !ро 
выражениями. 

Для описания длинноволновых потенциальных*) 
возмущений (w / ku « 1, w - частота, и - средняя[ 

скорость хаотического движения частиц) воспользуемся[ 

уравнениями «холодной» гидродинамики [2]. Для прос-· 
тоты ограничимся рассмотрением одномерного случая:: 

поверхности постоянной плотности положительного 

заряда (это плоскости, перпендикулярные оси х, совпа-· 

дающей с направлением распространения волны. После 

применения к этим уравнениям процедуры усреднения[ 

(2)-(3) для медленно и быстро меняющихся величин 
имеем соответственно 

{ 

дtN + дх (No V + NV + (дподv) + (дпдv)) =О, 

дtV + ~дх (V2 + (дv 2 )) = - (~) Е, 
дхЕ = -47ГеN, 

{ 

дtдn + дх (Noдv + Vдпо + Nдv + Vдп) =О, 

дtдv + дхVдv = - (~) Е, 
дхдЕ = -47Гедп. 

(8а) 

(8Ь) 

Здесь п, v - концентрация и скорость возмущений" 

Е - напряженность самосогласованного электрическо-· 

го поля. 

Периодическую функцию дп0 можно представить в 
виде 

дпо = No L Vs exp(iksx), ks = ska. 
s,tO 

Разложение быстро меняющихся величин по той же 

системе функций позволяет перейти в (8б) от уравнений 

в частных производных к обыкновенным дифференци-· 

альным уравнениям для пространственных гармоник.. 

Далее, преобразованием Фурье по времени и «мед-· 

ленной» координате в (8) задача сводится к решению 

интегральных уравнений для фурье-образов исходных 

величин. Для решения полученных таким образом урав

нений используем итерационную процедуру разложе

ния по степеням электрического поля [1]. Выражая все 
величины через фурье-амплитуду электрического поля, 

в кубическом приближении получаем уравнение 

c:(w, k) E(w, k) + f D(l; 2)к(2)(1; 2) E(l) Е(2)+ 

+ f D(l; 2; 3) f;;( 3 )(1; 2; 3) E(l) Е(2) Е(3) =О, 

(j) = (wj;kj), 
1.t.12 

E'(w, k) = 1 - ---% (1+772((w)) , 
(t) 

1.t.12 

((w) = 2 Р( ) ' 
(t) со (t) 

1.t.12 

co(w) = 1 - ___р_, 
w2 

7)2 = 2:: VsV-s' 
s,tO 

D(l; 2; ... ; S) = d1.t.11dk1d1.t.12dk2 ... dwsdks Х 
Х д(w - 1.t.11 - 1.t.12 - ••• - !.t.!s) Х 
Х д(k - k1 - k2 - ... - ks), 

-;:;:(s)(l· · s) - -;:;:(s)(l· · s) + 77 2 Л-;:;:(s)(l· · s) l\J , ••• , -1\J , ••• , l\J , ••• , ' 

(9) 

к,(s) - нелинейные восприимчивости однородной плаз
мы [1]. Ввиду громоздкости выражений для Лf;;(s) при
ведем формулы лишь для тех из них, которые будут 

использоваться в дальнейшем: 

Лк(3)(1; 2; 3) = ~ ( Лк(3)(1; 2; 3) + Лк(3)(2; 3; 1)+ 

+Лк(3)(3; 1; 2)) 

1 ( е ) 2 w
2 

( Лк(3)(1; 2; 3) := - - Р лкр)(l; 2; 3)+ 
2 m 1.t.11.t.111.t.121.t.13 

+o: 2 k~Л(J(3)(1; 2; 3)) , 

о: 2 = 2:: s2V8 V_ 8 / 2:: V8 V-s ~ 0(1), 
s,tO s,tO 

(3) ( 1 + ( 1 ) "'rз = Ь2,3 -- + -( + d2,3(( + (1), 
(t) 1.t.11 1 

ь . = ((1 + ( )(( + ())/ (t) + ( . (-1- + _1_) 
i,J i,J i J i,J i,J l.t.l;Eoi l.t.ljEOj ' 

d . . - 1 ( (; + (j 1 1 ) 
i,J - --- --- + -- ' 

l.t.li,jEOi,j l.t.li,j l.t.l;Eoi l.t.ljEOj 

l.t.li,j = w; +wj, 
F;,i = F(w;,j). 

Будем искать решение уравнения (9) в виде нелиней
ной волны. Для этого положим 

n=oo 

E(w, k) = L Епд(w - nwo) д(k - nko). (10) 
n=-oo 

Подстановка разложения (1 О) в уравнение (9) преоб
разует последнее в бесконечную систему алгебраичес

ких уравнений для гармоник. Считая Е(п) ~ E(±l)n, 
Е(О) ~ Е(±1) 2 , Е(п) = E(nw0 ,nk0 ), в кубическом при
ближении можно ограничиться пятью уравнениями для 

гармоник сп= О, ±1, ±2. Разрешая полученную систему 

•) В силу анизотропии среды разделение возмущений на продольные и поперечные в общем случае невозможно. Однако можно выделить 
ветвь колебаний, в которой одна из компонент электрического поля превышает другую в ~ k~/k2 раз. 
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относительно E(l) = Е(-1) = Е0/2, с точностью до Е5' 
имеем 

(11) 

где в силу условия (1) сохранены слагаемые, прапор-· 
циональные большой величине k~. 

Из уравнения (11) после введения безразмерных ве-· 
личин П = w/wp, (]" = akaE/mwp получаем нелинейное 
дисперсионное соотношение 

1 2 3 ( Т)(J") 2 
1 - n2 (1 + ТJ ((Щ) - 4 П4 х 

х {-s(2(Щ + n2~~~~Щ [((Щ + с:о~Щ]} =о. 
(12) 

В линейном приближении уравнение (12) имеет два 
решения: 

(О) n1,2 = 1 ± ТJ, (13) 

т. е. периодическая неоднородность среды приводит к: 

расщеплению спектра плазменных волн на две ветви. 

Уравнение (12) преобразуется в уравнение пятой 

степени относительно квадрата частоты, следовательно" 

имеет пять корней. Однако физический смысл имеют те 

из них, которые в пределе (]" ---t О переходят в (13): 

(14) 

Чтобы получить приближенные выражения для кор-· 

ней нелинейного дисперсионного уравнения, положим 

w=l+µ, µ«1. (15) 

Рис.1 

Re<1 
7,2 

О,8 

0// 

О 0,2 0/1 О,Б 0,8 ~О 15 

Рис.2 

Приложение 

Решение стационарного уравнения Власова 

д е д д 
v-

8 
f(r, v) + - -

8 
lf?o(r) -

8 
f(r, v) =О 

r m r v 

есть произвольная функция его характеристики 

(mv 2 
) f(r, v) = fo -

2
- - e1f?(r) . 

Пусть 

2 - 1 ! Fa(v ) =(!о)= Л drfo(r + ~' v), 
д 

где F0 (v 2 ) - заданная функция. Тогда 

1 (mv2 
) fo(r, v) = А Fo -

2
- - e1f?(r) (Al) 

Подстановка (15) в (12) приводит к кубическому где константа А определяется из условия квазинейтральности 

уравнению для µ: 

µ3 - 7)2 µ + 37]2(]"2 = о. 

Из анализа этого уравнения следует, что один из его 

корней, соответствующий меньшему из линейных кор-· 

ней в (13), всегда действителен. Два других корня комп-· 
лексны, если безразмерная амплитуда поля (]" превышает 
пороговое значение 

(]" > (J°Q = 3-4/5(2ТJ)l/2. 

При этом условию (14) удовлетворяет корень с от-· 
рицательной мнимой частью. Таким образом, эта ветвь 

является затухающей. На рисунках изображены зави-· 

сим ости действительных частей частот (рис. 1) и декре-· 
мента (рис. 2) от амплитуды поля. 

~ J noIO d~ = Na. (А2) 

д 

Интегрируя (Al) по dv, с учетом (А2) и явного вида F0 ( v
2 ) 

получаем формулы (6). 
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