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Таким образом, распадная неустойчивость высоко-· 

частотной волны в вязкоупругой среде возможна, если 

значение амплитуды этой волны превышает порог (28) .. 
В противном случае нелинейные взаимодействия волн 

проявляются в виде пространственных биений их ам-· 

плитуд и мощностей. Формулы для расчетов биений 

легко получить из (6)-(12), рассматривая случай Л - О" 

д1 = д2 = О. Для систем, аналогичных (6)-(12), он бьш 
впервые исследован в оптике и радиофизике [12]. 

Пусть в источнике при х =О имеют место условия 

А1(О) = А10, 

Ah(O) = Aho, 

А2(0)=0, 

Ф(О) =Фа= 1Г/2. 
(29) 

Решение системы (6)-(12) при условиях (29), д1 = д2 = О1 

и Л = О выражается через эллиптические функции sn" 
cn и dn: 

А2 = (а-2/а-з) 1 ! 2 А10 cn [к(k) -Aho~(a-1a-2) 1 l 2 ] , 

Аз= Ah = Aho sn [к(k) -Aho~(a-1 a-2 ) 1 l 2 ] 

Здесь 

1 

K(k)-J d~ 
- J(1 - ен1 - Ре) 

о 

(31) 

(32) 

(33) 

- полный эллиптический интеграл первого рода. Реше-· 

ние (30)-(33) описывает биения амплитуд взаимодейст-· 
вующих волн с пространственным периодом 

(34) 

УДК 550.3 

Максимальное усиление низкочастотного сигнала опре­

деляется формулой 

Следовательно, если отношение w 1wh не слишком ма­

ло, кпд параметрического усилителя низкочастотного 

сейсмосигнала может достигать единиц и десятков про­

центов. Потери и отклонения от условий синхронизма 

ухудшают характеристики усилителя. 
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СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ВНУТРЕННЕГО ЯДРА ЗЕМЛИ 

ДЛЯ НЕРАВНОВЕСНОЙ МОДЕЛИ ЗЕМЛИ 

Введение 

С. Л. Пасынок 

(ГАИШ) 

Решена задача о влиянии оболочки земного ядра на колебания внутреннего ядра Земли. Получены 

уточненные (по сравнению с Шлихтером и Бус1се) формулы для частот колебаний. Оказалось, что 

выбор модели оболочки мало влияет на частоту колебаний и значительно влияет на смещение ядра. 

Методика исследований 

Знание строения и характера движения внутреннего 

ядра Земли важно для решения задач земного магне-· 

тизма, геофизики, астрономии. Вполне возможна связь 

этого явления с землетрясениями. 

Целью настоящей работы является оценка возмож­

ного смещения внутреннего ядра Земли и частот его 

свободных колебаний в поле тяготения твердой несим­

метричной оболочки Земли и жидкого ядра. 
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Движение твердого ядра Земли исследовано в еле-· 

дующей модели. Твердое ядро считалось однородным 

и сферическим, плотность его (]";, масса m;, радиус г; .. 

Оно погружено в однородное жидкое ядро с плотное-· 

тью (J"e, массой me, ограниченное сферической границей 
радиуса Ге. Ось вращения была совмещена с осью Oz 
прямоугольной декартовой системы координат с нача-· 

лом в центре Земли и осями, жестко связанными с ней .. 
Уравнение движения твердого ядра имеет вид 

d2xk _ Fii) 
dt2 - 2= m , (1) 

j J 

где Fii) - k-компонента j-й силы, действующей на 
ядро; k = 1, 2, 3. 

Аномальная (негидростатическая) часть гравитаци-· 

онных сил моделировалась простым слоем, располо-· 

женным на границе ядро-мантия. Его силовая функ-· 

ция ЛИ в области, занятой ядром, представима в виде 

разложения по шаровым функциям [1]: 

1 
00 

п (г)п ЛU=-LL - х 
Ге n=Om=O Ге 
Х (Anm cos mЛ + Bnm sin mЛ)Р::' ( cos 8). 

В процессе решения (1) использовались члены с п =: 

1, 2. Выражение для силы Архимеда было получено 
путем интегрирования поверхностной плотности СИЛ[ 

гидростатического давления по поверхности твердого 

ядра. Гидростатическое давление было получено в ре-· 

зультате решения уравнения гидростатического равно-· 

весия. Тензор присоединенных масс в силу симметрий 

задачи был взят в следующем диагональном виде: 

~ ~ ~ 
m11 = m;-ae, m22 = m;-ae, m22 = m;-ae, 

(J"i (J"i (J"i 
m;k =О при i #- k, 

где i, k = 1, 2, 3, а а и далее ар - коэффициенты" 

зависящие от внутреннего строения ядра Земли. Оказа-· 

лось, что магнитные силы при правдоподобных пред-· 

положениях о величине магнитного момента твердого 

ядра возможно не учитывать. Тогда мы приходим к: 

уравнениям движения твердого ядра следующего вида: 

( 
(J"e) d

2
z 4 ( (J"e) Aio дR l+a - -=--JГG(J"e 1-- z+--+-, 

Р (J"i dt 2 3 (J"i г~ дz 

All В11 Aio 
где R = Ли - ~х - ~у - ~z - возмущающая[ 

е е е 

функция. 

Введем обозначения: 

IJ.)2 = 
р 

IJ.)2 = 
е 

n 
П'=---­(J" е ' 

l+ae­
(J"i 

и сделаем замену переменных: x'i = xi - х~, где 

- вектор точки положения равновесия твердого ядра в 

невозмущенной задаче. Тогда система уравнений при­

мет вид 

d2 1 d 1 
х "' у 2 1 -- - 2~i - + (J) х = 

dt 2 dt е 

1 дR 

( 1 + ае :: ) дх ' 

1 дR 

( 1 + ае :: ) ду ' (2) 

d2 1 d 1 

___!!___ - 2П' __!!___ + w2 ' = 
dt 2 dt еУ 

дR 
дz . 

Полагая в невозмущенном случае правые части в (2) 
равными нулю и обозначая w± = -П' ± Jn 12 + w~, по­
лучим невозмущенное решение в форме суперпозиции 

двух линейно независимых решений вида 

х' =Ах cos(wt + 1Рх), 
у'= Ау sin(wt + 1Ру), 
z' = Az cos(wpt + lfJz), 

где w принимает значения W±, а Ах = Ау. То есть 

твердое ядро в этом приближении колеблется около 

положения равновесия вдоль оси Oz, а в плоскости Оху 
его движение представляет собой суперпозицию движе­

ний по двум концентрическим эллипсам (рисунок). 



Вестник Московского университета. Серия 3. Физика, Астрономия. 1997. No 4 45 

у 

z 

-20 

Движение центра твердого ядра при Ах= Ау= Az = 10. 
Точки расставлены через каждые четверть периода 

колебаний ядра вдоль оси о z 

Возмущенная задача решалась для квадрупольной 

части возмущающей функции: 

Вводя поправку к координатам положения равнове-
оо 

сия (Лх, Лу, Лz), равную 2:: (Лхп, Луп, Лzп), где 
п=1 

(1 - !Je/a-;) 
Лхп = 3 2 ( / ) ((6А22 -А2о)Лхп-1+ 

rewe l+ae!Je а-; 

+3А21Лzп-1 + 6В22ЛУп-1) , 

(1 - !Je/a-;) 
Луп = 3 2 ( / ) (6B22ЛXп-i-

rewe l+ae!Je а-; 

-(6А22 - А2о)ЛУп-1 + 3В21Лzп-1) , 

(1 - !Je/a-;) 
Лzп = 3 2 ( / ) (3А21Лхп-1+ 

rewe l+ap!Je а-; 

+3В21ЛУп-1 + 2А20Лzп-1) , 

п = 1, 2, ... , Лх~ = х~, 

мы запишем уравнения движения в форме (2), где 

используем уточненные штрихованные координаты и 

дR(х~)/дхj. 
В результате решения этих уравнений получим, что 

возмущенное решение представляет собой суперпози-

цию двух движений вида 

(k) (k) 
где wx и wy принимают значения w1 и w2 , а Wz = w3 , 

Амплитуды и фазы изменяются со временем в соответ­

ствии с уравнениями 

dAx 
dt 

dAy 
dt 

dAz 
dt 

~ 
--

3
- ((6А22 + А2о)Ах cos 2Фх+ 

2wkreAe 
+3A21Az (sin(Фx + Фz) + sin(Фx - Фz)) + 
+6В22Ау (соs(Фх - Фу) - соs(Фх +Фу))) , 

~3 ((6A22+A2o)Aysin2Фy-
2wkreAe 

-3B21Az ( cos( Фу + Фz) + cos( Фу - Фz)) -
-6В22Ах (соs(Фх +Фу)+ соs(Фх - Фу))) , 

~3А (A20Az sin 2Фz+ 
2wPre Р 

+3А21Ах (sin(Фx + Фz) + sin(Фz - Фх)) + 
+3В21Ау ( cos( Фу - Фz) - cos( Фу + Фz))) 

~ 

3 
((6А22 + А2о)Ах cos 2Фх+ 

2wkreAeAx 
+ 3A21Az (соs(Фх + Фz) + соs(Фх - Фz)) + 
+6В22Ау (sin( Фх +Фу) - sin( Фх - Фу))) , 

~ 

3 
((6А22 + А2о)Ау cos 2Фу+ 

2wkreAeAy 
+ 3B21Az (sin( Фу + Фz) + sin( Фу - Фz)) + 
+6В22Ах (sin( Фх +Фу) - sin( Фх - Фу))) , 

~ 
3А А (2A20Az cos 2Фz+ 

2wPre р z 

+3В21Ау (sin(Фy + Фz) + sin(Фy - Фz)) + 
+3А21Ах (соs(Фх + Фz) + соs(Фх - Фz))) , 

где Ф; = w;t + r.p;, i = х, у, z. Для внесения пол­

ной ясности необходимо отметить, что возмущенные 

уравнения с данной возмущающей функцией все еще 

являются линейными и могут быть проинтегрированы 

точно. Предложенный метод решения был применен 

в силу большей наглядности результата, записанного 

именно в такой форме, причем практически без ущерба 

для точности. Кроме того, в дальнейшем планируется 

использовать возмущающую функцию, ведущую к не­

линейным уравнениям. 

Для максимальной вариации ускорения свободного 

падения, обусловленной полярными колебаниями, в 

точке с географической широтой r.p было получено 

(3) 
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где А - амплитуда колебаний, а R - средний радиус 

Земли. 

Используя известную формулу для энергии гармони-· 

ческих колебаний: 

m·w 2 A 2 

Е=-'--
2 

где w - частота полярных колебаний, а также (3)" 
нетрудно получить для энергии колебаний следующую 

оценку: 

1 (47Г) 
2 

3 2 Е = 2 3 r; cre(cr; - cre)GA . (4) 

Формулы (4) и (3) находятся в соответствии с результа-· 
тами Буссе [2]. 

Обсуждение результатов 

Полученные оценки показывают, что некоторые из: 

частот попадают внутрь приливного окна (речь идет о 

периодах в диапазоне от часа до полусуток) и поэтому 

свободные колебания ядра Земли все же возможно 

обнаружить при современной точности и частотной 

обработке наблюдений. 

Для модели 3 в работе [3] А11 = -9, 2113387, 
В11 = -2, 1512055, А10 = 3, 1725687, А22 = 41, 160872, 
А20 = -33, 121257 (в 108 м3 /с2 ). Эти коэффициенты 
связаны с безразмерными, приведенными в работе [3]" 
соотношениями 

А (м) 0,01 0,1 1 

где а - большая полуось земного эллипсоида, G -
гравитационная постоянная, а М - масса Земли. Так 

как тензор присоединенных масс зависит от внутрен­

него строения ядра Земли и точно не известен, то 

при вычислении нижеследующих результатов он был 

положен равным нулю. Результаты же эти таковы: 

х0 = -479, 88, у0 = -299, 40, z0 = 165, 05 (в м); 

частоты (в 10-4 с- 1 ): 

(t)~l) = 3, 322369' w~2 ) = -4, 77695' 

(t)~l) = 3, 323207' w~2 ) = -4, 77751' 

1.t.13 = 3, 987479; 

соответствующие периоды: 

тР) = 5 ч 15 мин 11, 76 с, т} 2 ) = 3 ч 39 мин 13, 12 с, 

тР) = 5 ч 15 мин 6,99 с, тР) = 3 ч 39 мин 11,51 с, 

Т3 = 4 ч 22 мин 37, 29 с. 

Для сравнения: невозмущенные w+ = 3, 322844 · 
10-4 с- 1 , w_ = -4, 777285 · 10-4 с- 1 , а соответствующие 

периоды: Т+ = 5 ч 15 мин 9,06 с, Т_ = 3 ч 39 мин 12,21 с. 
Для широты r.p = 45° в случае полярных колебаний 

были получены данные, приведенные в таблице. 

Для поддержания и возбуждения таких колебаний 

достаточно энергии землетрясений. 

10 100 1000 

Лg (м/с2 ) 1, 7. 10- 11 1, 7. 10- 10 1, 7. 10-9 1, 7. 10-8 1, 7. 10- 1 1, 7. 10-5 

Е (эрг) 7, 6. 1018 7, 6. 1020 7, 6. 1022 7, 6. 1024 7, 6. 1026 7, 6. 1028 

Заключение 

В дальнейшем планируется уточнить коэффициенты 

в разложении возмущающего потенциала и местона-· 

хождение положения равновесия твердого ядра. 
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