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КЛАССИФИКАЦИЯ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ТИПА ШРЁДИНГЕРА СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 

А. Г. Корниенко, А. Р. Френкин, Г. А. Чижов 

(кафедра квантовой теории и физики высоких энергий) 

Проведена классификация решений одномерн1Ых нелинейных уравнений типа Шрёдингера в виде 

уединенных волн, полученных методом квадр1атур. Рассмотрены эффективные потенциалы для 

соответствующих дифференциальных уравнениif1 и исследована структура фазовой плоскости. Даны 

примеры неустойчивых и осциллирующих решений этих уравнений. 

В настоящей работе развит метод решения нелинеЙ-· 

ных дифференциальных уравнений в частных производ-· 

ных типа Шрёдингера (НУШ) специального вида, опи-· 

сывающих обобщенные уединенные волны. Этот под-· 

ход, основанный на построении обыкновенного диф-· 

ференциального уравнения (ОДУ), соответствующего 

данному НУШ, приводит к уравнению с разделяющи-· 

мися переменными, аналогичному уравнению движения 

точки в классической механике для потенциальных сил 

(см. [1] и цитируемые там работы). Достоинством этого 
метода является исключительная простота полученияr 

решений при заданной нелинейности, а также возмож-· 

ность построения НУШ по заданному решению [2]. 
Отметим, что этот метод позволяет получать реше-· 

ния НУШ в виде уединенных волн и в тех случаях, когда 

неизвестна соответствующая обратная задача рассея-· 

ния. В данной работе мы вообще не будем рассматри-· 

вать обратную задачу рассеяния и тем самым различать 

солитоны и уединенные волны в общепринятом смысле 

[3, 4]. 
Развитые в классической механике методы качест-· 

венного исследования решений таких уравнений поз-· 

валяют провести следующую классификацию решений 

НУШ на основе общепринятой в механике материаль-· 

ной точки [5]. 
1. По характеру и взаимному расположению на фа-· 

зовой плоскости особых точек и особых кривых (сепа-· 

ратрис) соответствующего дифференциального уравне-· 

ния. Такая классификация определяет общую структуру 

типов решений НУШ, их количество и характер (стати-· 

ческие, колебательные, солитонные, кинковые, неустоЙ-· 

чивые (взрывные)). 

2. По типу особых точек ОДУ, ограничивающих 
область возможного движения. Такая классификация 

определяется возможностью достижения особых точек: 

за конечное фазовое время. Будем называть особые 

точки точками поворота, если они достигаются изобра-· 

жающей точкой за конечное фазовое время, и точками 

остановки, если они не достигаются за конечное время" 

Области финитного движения изображающей точки" 

ограниченной двумя точками поворота, соответствует 

осциллирующее решение НУШ. 

Области финитного движения, ограниченной одной 

точкой поворота и одной точкой остановки, соответ-· 

ствует солитонное решение НУШ. 

Области, ограниченной двумя точками остановки, 

соответствует кинковое решение НУШ. 

Неустойчивые (взрывные) решения - инфинитные, 

ограниченные лишь одной особой точкой или не имею
щие особых точек. Отметим, что неустойчивые решения 

также представляют интерес, так как в ряде случаев 

может быть решена обратная задача для сингулярных 

потенциалов [6]. 
Асимптотическое поведение решения ОДУ вблизи 

точки остановки определяет вид решения НУШ для 

каждого из рассмотренных типов. В зависимости от 

характера движения в окрестности особой точки можно 

выделить: 

1) нормальные решения, с экспоненциальным пове
дением при больших фазовых временах (солитоны и 

кинки); 

2) слабые (степенные) решения - слабые солитоны 

или слабые кинки; 

3) сильные решения (сверхсолитоны или сверхкин
ки), спадающие быстрее экспоненты при больших фа

зовых временах. 

Рассмотрим решение НУШ 

а~ а2~ 
iдt = - дх2 + F(l~I)~ (1) 

в виде уединенной волны. 

Следуя методу [1, 2], представим ~(х, t) в виде 

~(х, t) = exp(iдt + ipz)y(z), 

где р = V/2" а y(z) - действительная функция, завися

щая от единственной переменной - фазы z = х - V t и 
удовлетворяющая ОДУ: 

Yzz + Еоу - F(IYl)Y =О, (2) 

д - действительное число. Параметр Е0 , определяющий 

вид решения, равен Е0 = V 2 /4-д. Для любого нелиней
ного уравнения указанного вида возможно движение 

волны с произвольной наперед заданной скоростью V. 
Как известно, для ОДУ типа (2) имеется интегриру

ющий множитель, позволяющий представить решения 

в виде квадратуры: 

! dy 
z - zo = ± J Е _ И(у) (3) 
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Здесь И(у) = И(IYI, Еа) = Еау2 -2 J F(IYI) ydy - эффек
тивный потенциал для нелинейного уравнения (2), за
висящий от параметра Е0 , определяющего вид решения, 

а Е и z0 - константы интегрирования, определяемые 

начальными условиями. Для использованных в данной 

работе потенциалов зависимость от IYI не приводит к 
дополнительным трудностям при дифференцировании. 

Действительная фаза существует при выполнении усло

вия Е - И(у) ;:;: О, что определяет область изменения 

переменной у - «область движения» (амплитуды со

литона или кинка). Решение этого неравенства удобно 

представлять графически. 

Исследование решений данного уравнения прово

дится в соответствии с общей схемой, указанной выше. 

Представление решения ОДУ в виде квадратуры прак

тически не ограничивает выбор нелинейности в HYIII. 
При полиномиальных потенциалах И(у), наиболее час

то используемых в приложениях, интегралы указанного 

типа являются эллиптическими (или гиперэллиптичес

кими), которые хорошо изучены [7]. 

В качестве примера рассмотрим полиномиальный 

потенциал вида 

И(у) = -(З(у2 - с)(у2 - 1)2' 

где f3 > О, а с - некоторый действительный параметр. 

Соответствующее этому потенциалу НУШ имеет вид 

а~ а2~ 
iдt = - дх 2 + /31~1 2 {31~1 2 

- 2(2 +с)}~, 

а параметр выберем равным Е0 = -(3(1 + 2с). 
В зависимости от значения с потенциал имеет вид, 

изображенный на рис. 1-6. Выбор параметра задачи В 
и начальных условий определяет область возможных 

движений изображающей точки и, соответственно, ко

личество различных решений НУШ и их характер -
ограниченные (при соответствующих значениях пара

метра) или неустойчивые (взрывные). 

1 °. При с < О и Иmin < Е < Иmах движение 
изображающей точки финитно, если она находится в 

области между двумя любыми локальными максиму

мами кривой И(у). В области изменения параметра 

Е : Иmin < Е < И(О) при -1/2 < с < О (см. 
рис. 1) имеются две несвязанные области движения из
ображающей точки, что в общем случае соответствует 

двум различным решениям НУШ. В данной ситуации 

при определении волнового пакета как 1~1 2 различие 
исчезает, т. е. этот случай является вырожденным. При 

Е > Иmах = И(±l) движение инфинитно для всех 

значений фазового времени. Движение является также 

инфинитным, а решение НУШ неустойчивым и при 

Е < Иmах, если изображающая точка находится в 

области возможного движения слева или справа от 

кривой И(у). 

с= - 0.05 с=О с=О.2 

Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 

с=1 с=З c=S 

Рис. 4 Рис. 5 Рис. 6 

2 °. Классификацию финитного движения изобража
ющей точки ОДУ и, соответственно, решений НУШ 

удобно провести по типу особых точек, ограничиваю

щих область возможного движения. Так, в рассматрива

емом примере при Иmin < Е < И(О) (см. рис. 1) в случае 
-1/2 < с < О решение носит колебательный характер, 
поскольку область возможного движения ограничена 

точками поворота. При этом параметр Е0 удовлетво
ряет условию -(3 < Е0 < О. Достижимость граничных 
точек за конечное фазовое время обусловлена тем, 

что первые производные потенциала в этих точках не 

обращаются в нуль, что и обеспечивает сходимость 

интеграла (3) в этих точках. 
При Е = И(О) = (3, -1/2 < < О, одна из особых то

чек (у= О) становится точкой остановки и интеграл (3) 
в этой точке расходится. Область движения изобра

жающей точки ограничена одной точкой остановки и 

одной точкой поворота, что соответствует солитонному 

решению НУШ. Интеграл (3) в этом случае может быть 
вычислен в элементарных функциях: 

2(31f2уТ+2С (z - zo) = 

=-lnl[2(1+2c)-(2+c)y2 + 

+2v1+2cJy4 -(2+c)y2 +1+2с] / [4(1+2с)у2 ] 1 · 
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Обращение интеграла приводит к решению НУШI 

вида 

~(х, t) = ±4(1 + 2с) ехр { =t=/31
/
2yil + 2с (z - za)} х 

х ехр{ i(px - t't)} х 

х { [4(1 + 2с) ехр { =t=2/3 1 / 2~ (z - za)} + 

}

-1/2 

+2+с]
2 

-4(1+2с) , 

где t' = Еа + р2 
• 

Изменение параметра с переводит это солитонное 

решение при с= О в кинковое, приведенное в [1], 

( ) 
ехр{ i(px - t't)} 

~ х, t = ± ' j1 + ехр { =t=2;Jlf2(z - za)} 
Еа = -/3, 

и далее в неустойчивое при с> О. Неограниченный рост 

переменной у происходит или асимптотически (обычно 

экспоненциально), или за конечное фазовое время z .. 
Если нелинейность имеет степенной характер (асимп-· 

тотический) И(у) ~ IYla, то IYI ~ lzl 2/(2-a) и взрывнаж 
неустойчивость (на сепаратрисе) возможна при а > 2 .. 
В рассматриваемом случае а = 6 и при малых фазовых 
временах решение имеет корневую особенность: 

( ) 
ехр{ i(px - t't)} 

~ x,t ~ . 
J=t=J31f2(z - za) 

При /Jc = Е = О (на сепаратрисе) неустойчивые 

решения имеют вид 

( ) 
ехр{ i(px - t't)} 

~ х, t = ± . V 1 - ехр { ±;31/2 ( z - za)} 

Это изменение параметра с сопровождается изменением 

структуры фазовой плоскости ОДУ (см. рис. 1-6). 
В качестве примера задачи, имеющей решение в 

элементарных функциях, рассмотрим потенциал вида 

2 2 3 
И(у) = Еау + 3/JIYI , F(IYI) = -/JIYI. (4) 

Этот потенциал вместе с фазовыми портретами ДЛЯ[ 
случая j3 > О приведен на рис. 7. 

При j3 > О и Еа < О в окрестности точки устойчивого 
равновесия у = Уа при малом отклонении постоянной 

интегрирования Е от Иmin (Е = Иmin +с) в разложении 
потенциала И(у) можно ограничиться лишь квадратич-· 

ным членом: 

И(у) = Иmin + w2(Y - Уа) 2 , Уа= IEal//3, w = Ро · 
Тогда огибающая волнового пакета осциллирует около 

равновесного значения с частотой w, не зависящей 

от амплитуды А = Jc/IEal (приближение линейных 
колебаний). В этом случае решение НУШ имеет вид 

~ ( х, t) = (Уа + А sin w ( z - za)) ехр i (рх - t' t) , 

где t' = Еа + р2 • 

Рис. 7 

При Е = Еа (на сепаратрисе) имеется солитонное 

решение уравнения (1 ): 

ЗIEal -2 (J]Eal ) . ~(х, t) = ±~ ch -
2
- (z - za) ехр i(px - t't). 

При увеличении постоянной Е это решение перехо

дит в двойной осциллирующий солитон - серию пар 

пакетов. 

При уменьшении энергии Е от значения на сепарат

рисе на с решение типа солитона становится осцил

лирующим, переходит в бесконечную серию пакетов, 

разделенных пространственным интервалом Л: 

ь 

л = 2 J dy f:::! 2 ! dy f:::! 

а J-c - И(у) J-U(y) 
а/2 

~ _2_lnl12IEalз/21 а- ~ 
~ J]Eal /Jv'c ' - V IEal. 

Отметим, что нижний предел интегрирования здесь 

выбирается из условия сшивания точного решения (Е = 
с) и решения на сепаратрисе (Е = О) [5]. Значение с 
таково, что выполняется неравенство а« Ь f:::! ЗIEal/2;3. 

При j3 < О рассматриваемое НУШ с кубическим 

потенциалом имеет решения другого типа, которые, 

однако, также представимы в элементарных функциях. 

В качестве примера приведем неустойчивое решение 

НУШ на сепаратрисе: 

~ ( х, t) = =f ~а ( 1 + ~ sh - 2 
( V Еа ( ~ - za) ) ) х 

х ехр{ i(px - t't)}. 

В заключение отметим, что в данной работе рас

смотрены лишь солитоны и кинки с экспоненциальным 

поведением на бесконечности. Поведение решений не

линейных эволюционных уравнений (1) другого типа 
будут рассмотрены в дальнейшем. 
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