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НАХОЖДЕНИЕ ОБРАТНЫХ ФУНКЦИЙ РЕДУКЦИЕЙ К ЗАДАЧЕ КОШИ 

В. П" Моденов 

(кафедра математики) 

Рассматривается алгоритм нахождения обратных функций и его применение к решению характе­

ристических уравнений математической физик111. 

Корректность математической постановки задачи 

Коши (существование, единственность и устойчивость 

решения по начальным данным и правой части диф­

ференциального уравнения), а также большой арсенал 

приближенных аналитических и численных методов 

(Эйлера, Рунге-Кутта, Адамса, Крылова и др.) делают 

актуальной проблему разработки алгоритмов редукции 

к задаче Коши широкого класса задач математической 

физики. 

1. Рассмотрим алгоритм нахо:ждения обратной функ­
ции для случая, когда исходная функция явно задана 

аналитически. 

Теорема о производной обратной функции [1] поз­
воляет сформулировать достаточно простой и эффек­

тивный алгоритм решения задачи определения этой 

функции, основанный на сведении ее к задаче Коши для 

обыкновенного дифференциального уравнения первого 

порядка, разрешенного относительно производной. 

Пусть функция 

у= у(х), х Е Х, у Е У 

при х = х0 принимает значение у= у0 , имеет производ­

ную 

у'(х) -f- О, х ЕХ, 

и удовлетворяет дифференциально-полиномиальному 

свойству (ДП-свойству) [2]: 

у'(х) = Р[у(х)] = аа(х) + ai(x)y(x) + ... + an(x)yn(x). 

Тогда существует однозначная непрерывная обратная 

функция 

х = х(у), у Е У, 

которая является решением задачи Коши 

dx/dy = R(x, у), х(уо) =ха, 

где правая часть дифференциального уравнения 

R(x, у)= 1/ Р[у(х)] 

- рациональная алгебраическая функция переменных 

х и у. 

Заметим, что ДП-свойство может быть заменено 

более общим дифференциально-алгебраическим свойст­

вом (ДА-свойством) 

у'(х) = G(x,y), 

где G - алгебраическая функция х и у. Алгоритм 

обобщается также на случай аналитических функций 

комплексных переменных. 

Проиллюстрируем его на примерах. 

2. Задача нахо:ждения функции х = х(у), обратной 

гиперболическому тангенсу, 

у= thx, (-оо < х < +оо, -1 <у< 1), 

в силу ДП-свойства 

(thx)' = 1- th2 х 

редуцируется к задаче Коши 

dx/dy = 1/(1 - у2 ), х(О) = О, 

решением которой на множестве -1 < у < 1 является 
функция 

х = Arth у= (1/2) ln[(l + у)/(1 - у)]. 

3. Решение характеристического уравнения, опреде­

ляющего невыро:жденный спектр собственных значений 

третьей краевой задачи Штурма-Лиувилля для уравне­

ния Бесселя 

ЛJ~(Л) + hJп(Л) =О, 
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где lп(Л) функция Бесселя п-го порядка, сводитсж 

к задаче нахождения функции Л = Л(h), обратной дляr 

функции 

h = -ЛJ~ (Л) / lп (Л), 

удовлетворяющей в силу уравнений Бесселя ДП-своЙ-· 

ству 

Следовательно, данная задача редуцируется к задаче 

Коши 

dЛ/dh = Л/(h2 + Л2 
- п2 ), Л(О) = v, 

где v - нули производной J~(v). 

В частности, при lhl « 1, v » п по формуле Тейлора 
имеем асимптотическое представление 

A':::'v+h/v. 

4. Рассмотрим задачу вычисления простых корней 

характеристического уравнения 

w~(t) - qw1(t) =О, 

содер:жащего первую функцию Эйри [3]. 
Нахождение функции t = t(q), удовлетворяющей 

этому уравнению, сводится к задаче определения функ-· 

ции, обратной 

q = F(t) = w~(t)/w 1 (t), 

для которой в силу уравнения Эйри 

выполняется ДП-свойство 

F'(t) = t - F 2 (t). 

Применяя рассматриваемый алгоритм, редуцируем дан-· 

ную задачу к задаче Коши для уравнения Риккати 

dt/dq = 1/(t - q2
), 

где tn - нули производной w~(tn)· 
5. Случай нахо:ждения обратной функции, когда ис-· 

ходная функция задана неявно, может быть рассмотрен 

аналогично [4]. 
Пусть, например, функция у = у(х) неявно задана 

уравнением 

F[y(x)] = G[x, у(х)], 

где F - трансцендентная функция, удовлетворяющаж 

ДП (или ДА) свойству, а G - алгебраическая функция" 

и известно решение этого уравнения 

F(yo) = G(xo, Уа). 

Тогда, если существует обратная функция х = х(у) 

и выполнены условия теоремы о производной неявно 

заданной функции [1], то задача о нахождении этой 
обратной функции редуцируется к задаче Коши дляr 

обыкновенного дифференциального уравнения первого 

порядка, разрешенного относительно производной, с 

алгебраической правой частью: 

dx/dy = R(x, у), х(уо) =ха, 

6. В качестве иллюстрации предлагаемого алгоритма 
рассмотрим задачу об определении толщины d диэлек­
трического слоистого волновода по известной (измерен­

ной) комплексной постоянной распространения {3 ТЕ-мод 
этого волновода. 

Как известно [5], уравнение, связывающее постоян­
ную распространения ТЕ-моды с толщиной волновода, 

является трансцендентным и имеет вид 

tg xd = х(1+8)/(х2 -18), 

где 

с - скорость света в вакууме, w - циклическая частота 

установившихся электромагнитных колебаний, с 1 -

комплексная диэлектрическая проницаемость диэлек­

трического слоистого волновода, с2 и сз - комплекс­

ные диэлектрические проницаемости полубесконечной 

среды соответственно над волноведущим слоем и под 

ним. 

Заменяя уравнение ему эквивалентным: 

tgy(x) = G[x, у(х)], 

где 

x=l/kd, y=xd, 

92 = с1 - с2 - у2 х 2 , В2 = с1 - сз - у2 х 2 , 

G(x, у)= ух(:У + В)/(у2 х 2 
- :УВ), 

редуцируем полученное уравнение к следующей задаче 

Коши: 

dx/dy = (1 + G2 
- G~)/G~, х(1Гn) =О (п = 1, 2, ... ). 

Численное решение этой задачи проводилось в 

комплексной плоскости для различных структур типа 

воздух-полимер-металл (В/П/М). При расчете значе­

ния диэлектрических проницамостей воздуха (В) и 

полимерной пленки (П) были приняты соответственно 

равными 1 и 2,523. Диэлектрические проницаемос­

ти металлического слоя (М) принимались равными: 

-16, 32 - i ·О, 5414 для серебра (Ag); -39, 88 - i · 15, 56 
для алюминия (Al); -10, 28 - i · 1, 04 для золота (Au). 
Данные значения диэлектрических проницаемостей со­

ответствуют длине волны, равной 6330А. Металличес­
кий слой считаем полубесконечным. 

В таблице приведены посчитанные значения kd, со­
ответствующие измеренным значениям [5] комплексных 
постоянных распространения {3/k. В пределах точности 
счета полученные результаты соответствуют [5]. 
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Структура Мода (Re,6 / k )ехр (Im,6/k)exp·107 kd 

В/П/Аg ТЕо 1,584 11 26 

В/П/Аl ТЕо 1,588 30 59 

В/П/Аu ТЕо 1,588 4 72 

В заключение отметим, что данный алгоритм ока-· 

зывается особенно удобным при вычислении функций" 

обратных трансцендентным (в общем случае, комплекс-· 

ного аргумента), удовлетворяющим ДП (или ДА) свой-· 

ству, так как алгоритм не требует при его реализации 

вычисления этих функций и их производных. 

Алгоритм может быть использован в решении об-· 

ратных задач идентификации геометрических и физи-· 

ческих параметров по известным спектральным харак­

теристикам. 
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