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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

УДК 519.2:534 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ВОЗМОЖНОСТЕЙ. 
МЕТОДЫ ОПТИМАЛЬНОГО ОЦЕНИВАНИЯ И ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ 

3. Независимость, условны{~ возможность и необходимость. 
Условный относительно и-алгебры интеграл 

Ю.П.Пытьев 

(кафедра компьютерных методов физики) 

Рассмотрено понятие условного относительно заданной и-алгебры интеграла по возможности, 

имеющего хорошо известный аналог в теории вероятностей. 

Введение 

Понятия условной вероятности и независимости, 

играющие важную роль в теории вероятностей, имеют 

прямые аналоги и в теории возможностей. Эти понятия 

рассматриваются в настоящей работе, которая является 

продолжением работ [1, 2]. Поскольку в теории воз­
можностей независимость событий может быть охарак­

теризована как в терминах их возможностей, так и в 

терминах их необходимостей, рассмотрены три понятия 

независимости: по возможности (Р-независимости), по 

необходимости (N-независимости) и полной независи­

мости. Альтернативные характеристики связи событий 

определены как условная возможность и условная необ­

ходимость. В общем случае они могут быть многознач­

ными функциями на ст-алгебре событий, позволяющими 

охарактеризовать связь возможностей и необходимос­

тей в терминах соотношений >,=или<. 

В работе рассмотрено понятие условного относи­

тельно заданной ст-алгебры интеграла по возможности, 

имеющего хорошо известной аналог в теории вероят­

ностей. 

1. Независимость. Условные возможность 
и необходимость 

Определение 1. Пусть (Х, А, Р)- возможност­

ное пространство [1]. События А, В Е А назовем Р-­
независимыми (по возможности), если Р(А n В) == 
= min(P(A), Р(В)) (= Р(А) • Р(В) в полукольце R(p)).*) 

В случае независимости А и В возможность P(An 
nB) принимает максимальное значение, которое (как и 
P(AUB)) полностью определяется возможностями Р(А) 
и Р(В) [1]. 

Определение 2. Вариантом условной относи­

тельно события В Е А возможности события А Е .А. 

назовем любое решение P(AIB) уравнения 

min(P(AIB), Р(В)) = Р(А n В), А, В Е А. (1) 

Любые два решения P(AIB) и P(AIB) назовем экви­
валентными; эквивалентность будем отмечать знаком 

равенства: P(AIB) = P(AIB). 

•) Часто используется термин «невзаимодействующие» события [3]. 

У славной относительно события В Е А возможнос­

тью события А Е А назовем класс (эквивалентности) 

всех ее вариантов; для условной возможности будем 

также использовать обозначение P(AIB). 
Уравнение (1) разрешимо относительно P(AIB) при 

любых А, В Е А, ибо Р(В) 2': Р(А n В), А, В Е А. 
Всякое его решение удовлетворяет условиям: для любых 

А, В Е А: P(AIB) = Р(А n В), если Р(В) > Р(А n В); 
P(AIB) 2': Р(А n В), если Р(В) = Р(А n В). В по­
следнем случае события А и В независимы, так как 

Р(В) = Р(А n В) ::; min(P(A), Р(В)) ::; Р(В), причем 
P(AIB), как и Р(А), не меньше Р(В). 

Среди решений уравнения (1) имеются удовлетворя­
ющие условиям Р(А U BIC) = max(P(AIC), P(BIC)), 
Р(А n BIC) ::; min(P(AIC), P(BIC)), P(XIC) = 1, поз-
воляющим считать их возможностью на А (парамет­

рически зависящей от В Е А в (1)). Такими реше­
ниями, удовлетворяющими перечисленным условиям и 

инвариантными относительно любой монотонно воз­

растающей биекции [О, 1] ---7 [О, 1], являются, например, 
P(AIB) = Р(А n В), А Е А, а также 

P(AIB) = {Р(А n В), если Р(В) > Р(А n В), А А 
1, если Р(В) = Р(А n В), Е . 

(2) 
З а м е ч а н и е. Поскольку при условии Р(В) = 

= Р(А n В) события А и В независимы, кажется естест­
венным в этом случае определить P(AIB) = Р(А). Од­
нако так определенный вариант условной возможности 

в отличие, например, от (2), вообще говоря, не аддити­
вен. Действительно, пусть события А, В и С таковы, что 

Р(А) > Р(В) > Р(Ф), Р(С) > Р(Ф), Р(В n С)= Р(С), 
AnC = Ф. Тогда P(AIC) = P(AnC) = Р(Ф), P(BIC) = 
= Р(В), Р(А U BIC) = Р(А U В) = max(P(A), Р(В)) = 
= Р(А) -f- max(P(AIC), P(BIC)) = Р(В). 

В связи с понятием условной возможности естест­

венно рассмотреть другое определение независимости; 

отметим его звездочкой. 

О п р е д е л е н и е 1 *. Событие А назовем 

Р-независимым* от В, если существует вариант услов­

ной возможности P(AIB) = Р(А); события А и В 
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назовем Р-независимыми*, если А Р-не зависит* от В 

и В Р-не зависит* от А. 

Л ем м а 1 . Следующие утвер:ж:дения эквивалент-· 

ны: 1) Событие А Р-независимо* от В, 2) А и В 
Р-независимы*, 3) А и В Р-независимы. 
До к аз ат ель ст в о . Действительно, пусть событие 

А Р-независимо* от В. Тогда Р(А n В)= min(P(AIB), 
Р(В)) = min(P(A), Р(В)), т.е. А и В Р-независимы 

(утверждение 1) =? 3)). Если же Р(А n В) = min(P(A), 
Р(В)), то существуют как вариант P(AIB) = Р(А)" 

так и вариант P(BIA) = Р(В), ибо в этом случае 

min(P(AIB), Р(В)) = min(P(A), Р(В))) = min(P(BIA), 
Р(А)), т.е. А и В Р-независимы* (утверждение 3) =? 2)) .. 
Импликация утверждения 2) =? 1) очевидна. 11 

Интуитивные представления о независимости со-· 

бытия А от В, согласно которым возможность А не 

зависит от того, имеет место В или нет, согласуются 

с формальными определениями. Действительно, пусть 

А и В Р-независимы, Р(А n В) = min(P(A), Р(В)), 
причем Р(В) > Р(А). Тогда P(AIB) = P(AnB) = Р(А)" 
возможность А не зависит от истинности В, или, иначе 

говоря, возможности А с Х и А n В с В равны. 
Вместе с тем P(BIA) ?: Р(А n В) и может быть вы-· 

бран вариант условной возможности, равный Р(В) > 
> Р(А n В). 

С другой стороны, А и В зависимы, если и только 

если Р(А) > Р(А n В), Р(В) > Р(А n В), и в этом 
случае Р(А) > P(AIB) = Р(А n В) = P(BIA) < Р(В) .. 
Зависимость непременно приводит к уменьшению воз-· 

можности: Р(А) = P(AIX) > P(AIB), что обусловлено 
уменьшением множества альтернатив, сопутствующим 

замене А ---t А n В при условии В. 
Что касается свойств условной возможности, отме-· 

тим, что так как*) P(AIB n С)• Р(В n С) = P(AIBn 
nC). P(BIC). Р(С) = P(AnBnC) = P(AnBIC). Р(С), 
то \iA, В, СЕ А P(AnBIC) = P(AIBnC) • P(BIC). При-· 
ведем также аналог формулы полной вероятности --

оо 

формулу полной возможности. Пусть Х = U Вп, тогда 
n=l 

00 00 

Р(А) = Р(А n Х) = Р( U (А n Вп)) = + Р(А n Вп) = 
n=l n=l 

00 00 + (min(P(AIBn), Р(Вп)) = + (P(AIBn). Р(Вп)), 
n=l n=l 

Любые два решения уравнения (4) назовем эквива­
лентными, факт эквивалентности будем отмечать зна­

ком равенства; класс эквивалентности решений урав­

нения (4) назовем условной относительно нечеткого 
события В возможностью нечеткого события А. 

В данном случае p(JA(·)lfв(·)) = р(!А •!в(·)), если 
р(fв(·)) > р(!А •!в(·)); p(JA(·)lfв(·)) ?: р(!А •!в(·)), 
если р(fв (·)) = p(f A •!в(·)). 

Для нечетких событий так же как в определении 1 * 
вводится понятие независимости*, при этом выполня­

ется дословный аналог леммы 1. В частности, нечеткое 
событие А Р-независимо от В, если существует вариант 

условной возможности, для которого р(!А(·) 1 fв(·)) = 
= p(f А ( ·)). Другое понятие условной возможности рас­
смотрено в работе [4]. 

Рассмотрим понятие независимости с точки зрения 

необходимости [2]. 
О п р е д е л е н и е 1' . События А, В Е А назовем 

N-независимыми, если**) N(A U В)= max(N(A), N(B)) 
(= N(A) • N(B) в полукольце R(п))· 

О п р е д е л е н и е 2'. Вариантом условной 

относительно события В Е А необходимости события 

А Е А назовем любое решение N(AIB) уравнения 

max(N(AIB), N(B)) = N(A U В), А, В Е А. Любые его 
решения удовлетворяют условиям 

N(AIB) {= N(A U В), если N(B) < N(A U В), А В Е А 
::; N(A U В), если N(B) = N(A U В), ' 

и считаются эквивалентными; эквивалентность будем 

отмечать знаком равенства. Класс (эквивалентности) 

всех решений назовем условной необходимостью и, как 

любое решение, обозначим N(AIB). 
О п р е д е л е н и е 1'* . Событие А назовем 

N-независимым* от В, если существует вариант услов­

ной необходимости N(AIB) = N(A); события А и В 
назовем N-независимыми*, если А N-независимо от В 

и В N-независимо* от А. 

Имеет место двойственный аналог леммы 1. 
Л е м м а 1'. Следующие утвер:ж:дения эквивалент­

ны: 1) событие А N-независимо* от В; 2) А и В 
N-независимы*; 3) А и В N-независимы. 

Доказательство леммы 1' и содержательная интер­
претация N-независимости и условной необходимос­

ти могут быть получены на основе доказательства 

А Е А. (3) леммы 1 и соответственно на основе интерпретации 
Определение 3. Пусть !А(·), !в(·) Е .С(Х) _ха-· Р-независимости и условной возможности, если учесть, 

рактеристические функции (х.ф.) нечетких событий А и что условия N(A U В) = max(N(A), N(B)), N(AU 
В соответственно. Последние назовем Р-независимыми" UB) = max(N(AIB), N(B)) эквивалентны соответствен-
если p(f A • fв (·)) = p(f A(·)) • р(fв (·)).Вариантом услов-· но Р((Х \А) n (Х \В)) = min(P(X \А), Р(Х \В)), 
ной относительно нечеткого события В возможности Р((Х\А) n (Х\В)) = min(P(X\AIX\B), Р(Х\В)). • 
нечеткого события А назовем любое решение p(f A(·) lfв(· ) Иначе говоря, N-независимость А и В эквивалентна 

уравнения Р-независимости Х \А и Х \В, а N(AIB) = •Р(Х\ 

minp(f A (·) lfв (·) ), р(fв (·)) = p(f A •!в(·)), f А(·) Е .С(Х) .. 
(4) 

\AIX \В). 
Среди свойств условной необходимости выделим 

формулу полной необходимости, двойственную форму-

•) Операции умножения«•» и сложения«+» в полукольце 'R.(P) определены соответственно как «min» и «max». 

**) В полукольце 'R.(n) «•»~«max», «+»~«min» [2]. 
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00 

ле полной возможности (3). Пусть n Aj = ф и А - ЛЮ-· 
j=l 

00 00 

бое событие. Поскольку А= А U ( П Ai) = П (А U Ai )" 
j=l j=l 

то согласно определениям операций сложения и умно-· 

жения в полукольце R(n) [2] 

00 

N(A) = inf N(A U Ai) = + (N(AIAi) • N(Ai )), А Е А. 
J j=l 

Определение З'. ПустьgА(·),gв(·)ЕМ(Х)-­
х.ф. нечетких событий А и В соответственно. По-· 

следние назовем N-независимыми, если n(gA •gв(·)) =: 

= n(gA(·)) •n(gв(·)). 
Вариантом условной относительно нечеткого собы-· 

тия В необходимости n(gA(·)lgв(·)) нечеткого события 

А назовем любое решение уравнения max(n(gA(·) lgв(·)), 
п(gв(·))) = n(gA •gв(·)), gA(·) Е М(Х). Как и выше" 
условной необходимостью назовем класс всех ее вари-· 

антов. 

Для нечетких событий, как в определении 1 *, вводит-· 
ся понятие N-независимости*, при этом выполняется 

аналог леммы 1. 
Определение 4. События А и В назовем вполне 

независимыми, если они Р- и N-независимы. 

События А и В вполне независимы, если и только 

если как А и В, так и Х \А и Х \В Р-независимы (или 

N-независимы). 

2. Условный относительно и-алгебры интеграл по 
возможности 

У славный относительно ст-алгебры интеграл по воз-· 

можности является аналогом условного относительно 

ст -алгебры математического ожидания в теории веро-· 

ятностей. Пусть (Х, А, Р) - возможностное простран-· 

ство, p(f(·)) - интеграл f(·) Е .С(Х) по возможности Р 
и С С А - ст-подалгебра ст-алгебры А [2]. 

Определение 5. Класс С-измеримых функций 

p(f(·) 1 С)(х), х Е Х, принимающих значения в ([О, 1], В), 
назовем условным относительно С интегралом f(·) Е 

Е .С(Х), если для любого события СЕ С 

p((f•xc)(-)) =p((p(f(·) 1 С)•хс)(-)). (5) 

Каждую функцию p(f(·)IC)(-), удовлетворяющую 

уравнению (5) при любом С Е С, назовем вариантом 
условного относительно С интеграла /(·). Условный 
интеграл и каждый его вариант будем обозначать 

одинаково посредством p(f(·)IC)(-). 
У славный интеграл Р(ХА ( ·) 1 С) ( х), х Е Х, назовем 

условной относительно ст-алгебры С с А возможностью 

события А Е А и обозначим Р(А 1 С)(х), х Е Х, равно 

как и каждый ее вариант. Соответственно p(f(·)IC)(-) 
назовем условной относительно С возможностью не-· 

четкого события с х. ф. /(·) Е .С(Х). 

Пусть 1J = {А1 , А2 , •• • } - А-измеримое разбиение 

Х, т.е. А; Е А, А; n Ai = Ф, i #- j, i,j = 1,2, ... , 
00 

Х = U Aj, и С = ст(V) - минимальная ст-алгебра, 
n=l 

содержащая V. Всякая С-измеримая функция, в том 

числе и p(f(·) 1 С)(-), принимает постоянные значения 
на А;, i = 1, 2, ... , поэтому в данном случае 

00 

(6) 

где коэффициенты Pi (! ( ·)), j = 1, 2, ... , в силу равенств 
(5) и (6) при С = Ak (и линейности р(·)) подчинены 

условию p((f • XAk)(-)) = Pk(f(·)) • P(Ak), k = 1, 2, ... 
Иначе говоря, Pk(f(·)) - условная относительно собы­

тия Ak возможность нечеткого события с х.ф. f(·) (см. 

определение 3). В частности, для !(·) = ХА(·), А Е А, 

p((XA•XAk)(-)) = Р(АПАk) = min(pk(XA(·)), P(Ak)), 
k = 1, 2, ... , и согласно определению условной возмож­
ности Pk(XA(·)) = Р(А 1 Ak), k = 1, 2, ... Для условной 
относительно С возможности события А Е А равенство 

( 6) дает выражение 

00 

Р(А 1 С)(х) = + (Р(А 1 Ak) • XAk (х)), х Е Х. (7) 
k=l 

Воспользовавшись соотношением (5) при С= Х, f(·) = 
= ХА(·) и равенством (7), получим формулу полной 
возможности (3). 

Пусть g(·) Е .С(Х), С-измерима и хе(·) - х.ф. 

множества С = {х Е Х, g(x) = с} Е С, с Е [О, 1]. 
Тогда, воспользовавшись соотношением (5), нетрудно 
получить, что 

р( (g • !) ( ·) 1 С)( х) = (g • p(f ( ·) 1 С))( х), х Е Х. 

Иначе говоря, С-измеримая функция как постоянная 

может быть вынесена из-под знака условного относи­

тельно С интеграла. 

Нетрудно убедиться, что можно указать вариант 

p(f(·)IC)(-) условного относительно С интеграла, кото­
рый является интегралом f(·) [2] (мерой на .С(Х) [1]). 

Работа выполнена при финансовой поддержке Рос­

сийского фонда фундаментальных исследований (грант 

96-01-01081). 
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