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УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ АРГОНА 

ПРИ БОЛЬШИХ ПЛОТНОСТЯХ И ТЕМПЕРАТУРАХ 

П. Н. Николаев, Е. В" Щурова, Г. В. Моисеева 

(кафедра квантовой статистики и теории поля) 

Получено аналитическое выражение для УJ~авнения состояния однородной фазы аргона при 

больших плотностях и температурах на основе м1етода асимптотических разложений, которое хорошо 

согласуется с экспериментальными данными, а т:акже с расчетами по методу Монте-Карло в пределах 

их точности. 

1. Введение 

Количественная теория уравнений состояния за по-· 

следние годы позволила получить исключительно точ-· 

ные результаты для ряда модельных систем (твердые 

сферы, мягкие сферы), что дает возможность сущест-· 

венно улучшить уравнения состояния для систем с по-· 

тенциалом взаимодействия Леннарда-Джонса и други-· 

ми двухчастичными потенциалами. Построение новых 

уравнений состояния таких систем наиболее естест-· 

венно вести с использованием асимптотических раз-· 

ложений, которые в свою очередь должны включать 

в себя методы ускоренной сходимости рядов теории 

возмущений [ 1]. 
Асимптотические разложения являются наиболее по-· 

следовательным подходом к построению уравнений 

состояния, так как позволяют согласовать высокую точ-· 

ность описания, которая обеспечивается использовани-· 

ем методов ускоренной сходимости, с учетом известных 

в настоящее время точно полученных результатов длж 

рассматриваемых систем. Высокие требования, которые 

при этом предъявляются к основному приближению" 

например для систем с потенциалом взаимодействия 

Леннарда-Джонса, обусловливаются высокой точное-· 

тью полученных в настоящее время уравнений состо-· 

яния системы мягких сфер [2]. 
В настоящей работе решается задача получения ана-· 

литического выражения для уравнения состояния систе-· 

мы с леннард-джонсовским потенциалом взаимодейст-· 

вия между частицами на основе использования метода 

асимптотических разложений. Предлагаемый подход 

легко обобщается на другие типы двухчастичных вза-· 

имодействий. 

2. Метод асимптотических разложений 

Метод асимптотических разложений основываетсж 

на выделении главной асимптотики в уравнении со-· 

стояния для рассматриваемой области фазовой диа-· 

граммы. В этом случае свободная энергия системы F 
представляется в виде 

(1) 

где F0 - главная асимптотика, допускающая разло-· 

жение по одному либо двум параметрам (плотность" 

обратная температура либо их функциональные комби­

нации), F1 - конечный ряд (или функция от конечного 

ряда) степеней тех же параметров. Число членов в F1 

определяется, как правило, возможностями вычисли­

тельной техники. Вид функции F1 зависит от характера 
используемого метода ускоренной сходимости, кото­

рый в свою очередь следует выбирать с учетом типа 

гамильтониана системы и исследуемой области фазовой 

диаграммы. 

Как показано в работе [1], во многих случаях рацио­
нально выбрать F1 в виде 

F1 = -NkTmlnq(T,v), (2) 

где N - число частиц в системе, v = V / N - объем, 

приходящийся на одну частицу, Т - абсолютная тем­

пература, k - постоянная Больцмана, m = z/2 - поло­

вина эффективного числа ближайших соседей, q(T, v) -
искомый конечный ряд (при точном решении задачи -
бесконечный), определяемый по конечному числу чле­

нов асимптотического разложения. 

3. Система с потенциалом Леннарда-Джонса 

Рассмотрим систему N одинаковых частиц, находя­
щихся в объеме V при температуре Т и взаимодейству­
ющих друг с другом посредством парного потенциала 

Леннарда-Джонса 

Ф(r) = 4с [ (;) 
12 

- (;) 

6

] (3) 

где с, (]" - параметры потенциала, r расстояние 

между частицами. Для системы с потенциалом Лен­

нарда-Джонса (3) известны первые пять вириальных 
коэффициентов. При Т ---7 оо данная система с высокой 

степенью точности может быть аппроксимирована с 

точки зрения ее термодинамического поведения систе­

мой с потенциалом мягких сфер 

(
(]") 12 

Ф0 (r) = 4с -:;: (4) 

Систему с потенциалом мягких сфер (4) мы выбираем в 
качестве базовой и она определяет свободную энергию 

главной асимптотики: 

Fo = -kTlnZo, Zo = 

= hз; N! J ехр (- :; ) dp1 ... dpнdr1 ... drн, (5) 
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(6) 

Здесь m - масса частицы. Главная асимптотика для 

давления согласно [2] будет иметь вид 

где 

w= 
1+о,6764у 

1+о,1440у' 

Ncr3 

у=т, 
. - . (с )(i-1)/4 

В, - В,о kT , 

В;о - числовые коэффициенты. 

(8) 

Для вычисления функции F1 используем известные 

пять вириальных коэффициентов разложения системы 

с потенциалом взаимодействия Ван-дер-Ваальса С; [1]. 
В (2) ищем q(T,v) в виде 

q(T, v) = 1 - Ь2у - Ьзу2 - Ь4у3 - Ь5 у4 . (9') 

С учетом (2) и (9) соотношение (1) принимает вид 

Разложение (1 О) в пределе малых плотностей позволяет 
выразить Ь; через вириальные коэффициенты системы с 

потенциалом взаимодействия Леннарда-Джонса, а так­

же вириальные коэффициенты системы мягких сфер: 

где 

Ь2 = D2/m, Ьз = Dз/2m - Ь~/2, 

Ь4 = Dз/3m - Ь2Ьз - Ь~/3, 

Ь5 = D5/4m - Ь2Ь4 - Ь~/2 - Ь~Ьз - Ьi/4, 

D; =С; -В;. 

(11) 

(12) 

Наряду с системой мягких сфер (4) в качестве основ­
ного приближения можно в данном подходе использо­

вать и системы других типов, например 

Ф6 = {4с [(cr/r)
12 

- (cr/r)
6
], 

о, 

либо 

Ф~ = {4с [(cr/r)
12 

- (cr/r)
6

] +с, 
о, 

О< r < cr, 
(13) 

r > cr, 

О< r/cr < 2( 1/ 5 ), 

r/cr > 2( 1 / 5 ). 

(14) 
В последних двух случаях следует использовать вариа­

ционный принцип при определении базисного выраже­

ния для свободной энергии. Несложно видеть, что дан­

ный подход допускает обобщение и на многочастичные 

взаимодействия. 

Целью нашей работы является построение уравне­

ний состояния при высоких температурах, поэтому в 

качестве основного приближения берем систему мягких 

сфер. Дифференцируя свободную энергию (1 О) по объ­
ему при учете ( 4 )-(7), находим выражение для давления: 

NkT( р = ----V- 1 + В2у + Взу2 + В4у3 + B5y4w(y)+ 

m(Ь2у + 2Ьзу2 + 3Ь4у3 + 4Ь5 у4 )) 
+ 1 - Ь2у - Ьзу2 - Ь4у3 - Ь5 у5 . 

(15) 

Полученное аналитическое выражение позволяет по 

заданным значениям температуры и плотности найти 

величину давления. 

4. Уравнение состояния однородной фазы аргона 

Выбор в качестве основного приближения системы 

мягких сфер (4) дает нам основание полагать, что 

полученное выражение для давления (15) будет хоро­
шо описывать фазовую диаграмму однородной фазы 

аргона при высоких температурах. Для этой области 

температур в наибольшей степени исследована изотер­

ма t = 55°С (или 328, 15К, kT/c = 2, 74), для которой 
измерения были проведены еще Бриджменом в 1935 г. 

(на рис. 1 данные Бриджмена обозначены как кривая 1: 
здесь дана зависимость r.p = pcr3 / kT от приведен­
ной плотности т = pcr3 ). При этой же температуре 
были проведены расчеты методом Монте-Карло для 

системы с потенциалом Леннарда-Джонса, результаты 

которых заметно отличаются от данных Бриджмена, 

если использовать стандартные значения постоянных cr 
и с, определенные для аргона по второму вириальному 

коэффициенту (кривая 2 на рис. 1). 
На первом этапе расхождение данных машинно­

го эксперимента с данными Бриджмена объяснялось 

неточностью в исследованиях последнего. В начале 

1960-х гг. Лар и Эверсоул экспериментально исследо­

вали кривую плавления аргона вплоть до давления в 

18 ООО атм, проведя при этом измерения объема. Интер­
полирование данных Лара и Эверсоула к температуре 

328,15 К показало, что при давлении 14 500 атм плот­
ность должна быть на 4,8% выше, чем у Бриджмена. 
Этот результат Лара и Эверсоула, изображенный на 

рис. 1 точкой, практически совпадает с проведенными 
нами расчетами по формуле (15) при учете (8), (11), (12) 
и z = 12 [1] (кривая 3 на рис. 1). 

3 Ф/t: 

72 
---'D'--tt---'-7,г-2--+7,4'----..L,7,б;:- г/б 

8 

-o,s 

4 

-т,о 

Рис.1 Рис. 2 
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Измерения, проведенные впоследствии Ван-Витцен-· 

бергом, показали, что необходимо дальнейшее увеличе-· 

ние плотности однородной фазы при фазовом переходе;; 

в результате рассогласование между данными машин-· 

ного эксперимента (кривая 2) и данными измерений длж 
аргона уменьшается (см. также [4, 5]). 

Для дальнейшего уменьшения рассогласования на-· 

ряду с двухчастичными взаимодействиями стали учиты-· 

вать и трехчастичные, а также квантовые эффекты [6]. 
С нашей точки зрения положение, сложившееся в 

теории неупорядоченной фазы аргона, соответствует 

тому состоянию, которое было при исследовании по-· 

ведения однородной фазы системы твердых сфер до 

появления работы Эрпибека и Вуда [7], где уравнение 
состояния рассчитывалось методом молекулярной ди-· 

намики при учете значительно большего числа частиц" 

чем раньше: существовало большое число уравнений 

состояния, с одинаковой степенью точности описыва-· 

ющих данные машинного эксперимента. В дальнейшем 

число таких уравнений значительно сократилось, а 

после расчетов, сделанных Рензбургом, восьмого вири-· 

ального коэффициента для системы твердых сфер [8] 
можно говорить практически об однозначном опреде-· 

лении уравнения состояния. 

Сравнение наших расчетов для уравнений состоя-· 

ния системы твердых сфер [9] с данными машинного 

эксперимента с различным числом частиц, а также 

сравнение полученного нами уравнения состояния по 

формуле (15) с результатами расчетов по методу Мон-· 
те-Карло позволяют утверждать, что результаты дляr 

систем с потенциалом Леннарда-Джонса, полученные 

по методу Монте-Карло, с увеличением числа частиц 

претерпят некоторые изменения. Эти изменения могут 

быть в пределах нескольких процентов, но они будут 

существенны для дальнейших расчетов с учетом кван-· 

товых эффектов и многочастичных сил. При этом роль 

последних, по-видимому, уменьшится, как это имело 

место при последовательном учете корреляций в теории 

твердого тела [10]. 
Представим выражение для свободной энергии в 

виде функционального разложения [1]: 

(16) 

которое используем для кристаллической фазы. Вы-· 

берем в качестве F0 свободную энергию системы в 

приближении самосогласованного поля с исключенным 

самовоздействием; F; тогда будут соответствующими 

членами разложения [1]. Выражение (16) можно пре-· 
образовать с помощью введения эффективного потен-· 

циала взаимодействия феf таким образом, что точное 

выражение для свободной энергии получится лишь при 

учете взаимодействия ближайших соседей. На рис. 2 
приведены потенциал Леннарда-Джонса (3) (кривая 1) 
и эффективный потенциал, который слабо зависит от 

температуры и плотности (кривая 2). Непосредственно 
видно сходство между потенциалом феf и «реалистичес­
ким» потенциалом, введенным в работе [6] для согласо­
вания данных, полученных по методу Монте-Карло, с 

экспериментальными данными. Это, по существу, еще 

раз показывает, что для получения точных результа­

тов в системах с потенциалом взаимодействия Леннар­

да-Джонса необходимо учитывать существенно боль­

шее число частиц. Эта проблема особенно актуальна 

для дальнодействующей части потенциала взаимодей­

ствия. 

Введение на основе выражения (16) эффективного 
потенциала взаимодействия феf позволяет соответству­
ющим образом изменить соотношения (4), (13), (14), 
определяющие базисные системы, и с высокой степе­

нью точности описать уравнения состояния аргона при 

более низких температурах [11, 12]. 
Таким образом, имеющиеся экспериментальные дан­

ные и данные машинного эксперимента показывают, 

что полученное в аналитическом виде уравнение состо­

яния (15) хорошо описывает при высоких температурах 
однородную фазу аргона. Учет в этой области кван­

товых эффектов и многочастичных сил не приведет к 

существенным изменениям, по крайней мере в пределах 

точности имеющихся экспериментальных данных. 
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