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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

УДК 519.2:534 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ВОЗМОЖНОСТЕЙ. 
МЕТОДЫ ОПТИМАЛЬНОГО ОЦЕНИВАНИЯ И ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ 

4. Максимальное продолжение возможности 

Ю.П.Пытьев 

(кафедра компьютерных методов физики) 

Показано, что возможность Р( ·) : А -+ [О, 1] всегда может быть продолжена с произвольной 
и-алгебры А подмножеств Х на алгебру Р(Х) всех подмножеств Х с сохранением всех ее свойств, 
а мера р( ·) : .С(Х) -+ [ О, 1 ], определяющая возможность нечетких событий, может быть продолжена 
с сохранением свойств на класс всех функций Х -+ [ О, 1]. 

Введение 

Счетность и измеримость, фундаментальные матема­

тические понятия, определяющие рамки применимости 

математической теории вероятностей к моделированию 

реальности [1], в теории возможностей играют сущест­
венно более скромную роль. Как будет показано ниже, 

возможность Р(·) : А ---7 [О, 1] всегда может быть 

продолжена с произвольной ст-алгебры А подмножеств 

Х на алгебру Р(Х) всех подмножеств Х с сохранением 

всех ее свойств, а мера р(·) : .С(Х) ---t [О, 1], определяю­
щая возможность нечетких событий, может быть про­

должена с сохранением свойств на класс всех функций 

Х ---t [О, 1]. Это означает, что в теории возможностей 
любое подмножество Х можно считать событием (из­

меримым множеством) и определить его возможность: 

любую функцию µ(·): х ---7 [О, 1] можно считать харак­
теристической функцией соответствующего нечеткого 

события, а значение р(µ(·)) - его возможностью. В от­

личие от теории вероятностей в теории возможностей 

любые, в том числе несчетные, объединения и пересе­

чения событий являются событиями, и с этой точки 

зрения последняя проще теории вероятностей. Но, как 

уже было отмечено в [2], за это упрощение приходится 
платить утратой непрерывности: возможность, будучи 

вполне аддитивной, - не непрерывная функция на 

Р(Х). 
В настоящей работе даны конструкции (максималь­

ного) продолжения возможности Р(·) на алгебру Р(Х) 

и меры р(·) на класс всех функций Х ---t [О, 1]. Далее 
«определение 4.2» означает «определение 2» из рабо­
ты [4], ссылка на формулу (2.7) является ссылкой на 
формулу (7) из работы [2] и т. п. 

1. Продолжение возможности на алгебру Р(Х) 
всех подмножеств Х 

По меньшей мере два обстоятельства указывают на 

то, что теоретико-вероятностная схема в рассматрива­

емой теории возможности не вполне адекватна. Дело 

прежде всего в том, что, в отличие от вероятности, 

счетно-аддитивная возможность, вообще говоря, не не-

прерывна относительно сходимости последовательнос­

ти событий, определенной в пункте 3 теоремы 2.2. 
С другой стороны, требование счетной аддитивности 

не только не обеспечивает непрерывность возможности, 

но и неестественно, поскольку операция сложения в 

данном случае определена так, что «складывать» можно 

любое множество «слагаемых», а не обязательно конеч­

ное или счетное. 

Покажем, что в рассматриваемой теории возмож­

ность всегда допускает продолжение на алгебру Р(Х) 

всех подмножеств Х с сохранением всех ее свойств и 

при этом может быть задана распределением. С этой 

целью для каждого р Е [о:, 1], где а = inf Р(А), 
АЕА,А,tф 

определим множество 

n 
АЕА, 

Р(Х\А):'ОР 

А=Х\ U А. 
АЕА, 

Р(А):'ОР 

(1) 

Если а> О, то условию Р(А) <а, А Е А, удовлетворяет 

лишь пустое множество ф Е А, и Sp естественно доопре­
делить и для р Е [О, о:), положив Sp = Х. Множества 
Sp, О ::; р ::; 1, возможно, неизмеримые, образуют 
монотонное семейство, а именно: если О ::; р ::; q ::; 1, 
то Sp :J Sq, причем Sp lp=l= Ф, Splp=O = Х. Далее 
считается, что Р ( ф) = О. 

Определение 1. Пусть В е Х - любое множес­

тво и 'D(B) = {р Е [О, 1], Sp n В#- Ф}. Определим 

Р(В) = { sup'D(B), 
о, 

если 'D(B) #- Ф, 
если 'D(B) = Ф, 

Обозначим 

!f?(x) = Р({х}), х Е Х. 

вех. 
(2) 

(3) 

Так как 'D(B) = U 'D({x}) = U {р Е [О, 1], х Е Sp}, то 
хЕВ 

_ { sup !f?(x), 
Р(В) = хЕВ 

о, 

хЕВ 

если В#- Ф, 

если В= Ф, вех. 
(2*) 

Покажем, что функция множества Р(·) является про­

должением возможности Р(·) с ст-алгебры А на алгебру 
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Р(Х) всех подмножеств Х; функция 1f?(·) (3) согласно 
равенству (2*) определяет распределение так продол­
женной возможности. 

Теорема 1. 
1. Р(В), В С Х, - возмо:жность на алгебре Р(Х) 

всех подмно:жеств Х, т.е. для любых А, В Е Р(Х) 

А с В =? Р(А) ::; Р(В) (монотонность)' 

Р(А U В)= max(P(A), Р(В)) (аддитивность). 

Для любого семейства Aj Е Р(Х), J Е J, Р( U Aj) 
jEJ 

= sup P(Aj ). 
jEJ 

2. Для любого В Е Р(Х) возмо:жность Р(В) опре­
деляется своим распределением !f?(x), х Е Х, (3), -
значениями на одноточечных подмно:жествах Х - по 

формулам (2*), (3). 
3. Для любого А Е А Р(А) = Р(А). 
Доказательство. 

1. Если А с В, то, очевидно, 'D(A) с 'D(B) и, 

следовательно, Р(А) ::; Р(В). Далее, так как 'D(AUB) = 
= 'D(A) U 'D(B), то Р(А U В) = sup 'D(A U В) = 
= max(sup'D(A), sup'D(B)) = max(P(A), Р(В)). Нако-
нец, 

2. Это утверждение следует из (2), (3), (2*). 
3. Пусть А Е А, Р(А) = q > О. Если р?: q, то согласно 

формуле (2) Sp с Х \А, и Sp n А= Ф. Поэтому 

Р(А) = sup{pl Sp n А#- Ф}::; q = Р(А). (3*) 

С другой стороны, если р < q, то Sp n А#- Ф, поскольку 

Sp=X\ U ВиА(L U В. Пустьр1::;р2::; ... ::; 
P(B)"S_p P(B)"S_p 

::;рп::; ... , Pi<q, j=l,2, ... , q=.limpj.Toгдa 
J-+OO 

Р(А) = sup{plSP n А #- ф} ?: sup {Pi 1 Spj n А #-
1<j<oo 

#- Ф} = q = Р(А). Если же Р(А) = q = О, то 
согласно (3*) Р(А) = О. • 

Замечание 1 . Пусть Х локально компактное ха­
усдорфово (отделимое) топологическое пространство, 

функция 1Р( ·) : Х ---t [О, 1] (распределение возможности) 
полунепрерывна сверху. Тогда Р(А) = sup !f?(x), А Е 

хЕА 

Е Р(Х), А #- Ф, Р(Ф) = О, - емкость Шоке (см., 

напр., [3]). Действительно, Р(·) - емкость Шоке, если 

выполнены следующие условия: 

1) А1, А2 Е Р(Х), А1 С А2 =? Р(А1) ::; Р(А2), 
2) Ап Е Р(Х), п = 1, 2, ... , А1 С А2 С ... , А 

= UАп, =? Р(Ап) t Р(А) при п ---7 оо, 
п 

3) Кп - компактное подмножество Х, п = 1, 2, ... , 
К1 :J К2 :J ... , К = П Кп, =? Р(Кп) .). Р(К) при 

п 

п ---7 00. 

Согласно теореме 1 Р(·) обладает свойствами (1), 
(2). Покажем, что sup !f?(x) .). sup !f?(x). Поскольку 

хЕКп хЕК 

1f?(·) полунепрерывна сверху, Кп компактно, то мно­
жество К.п = {х Е Кп, !f?(x) = sup 1f?(Y)} не-

уЕКп 

пусто и компактно для любого п = 1, 2, ... Пусть 
х; Е К.;, i = 1,2, ... и {х;п} - сходящаяся под­

последовательность {х;} С К1 , ~= lim х;п. Так как 
n-+oo 

1f?(x 1 ) ?: 1f?(x 2 ) ?: ... , то последовательность {!f?(xn)} 
сходится, причем lim !f?(xn) = lim 1f?(x;J = 1Р(~). 

n-+oo n-+oo 

Действительно, с одной стороны, !f?(x;J ?: 1Р(~), п = 
= 1, 2, ... , а с другой - в силу полунепрерывности свер­

ху 1f?(·) lim 1f?(x;J ::; 1Р(~). Так как 1f?(x;J ?: sup !f?(x), 
n-+oo хЕК 

п = 1,2, ... , то 1Р(~)?: SUp1f?(x), а поскольку ~Е К;п, 
хЕК 

п = 1,2, ... , то ~Е К, и поэтому 1Р(~)::; sup1f?(x). 
хЕК 

Следовательно, sup !f?(x) = 1Р(~) = lim sup !f?(x). • 
хЕК n-+oo хЕКп 

Семейство Sp, О ::; р ::; 1, (1), определяет распреде­
ление !f?(x), х Е Х (3). Рассмотрим, в какой степени 
распределение 1Р( ·) определяет исходное семейство (1 ). 
У славившись далее считать, что sup { р Е [О, 1] 1 р Е 

Е ф} = О, будем использовать следующее выражение 

для возможности Р(·):Р(А) = sup'D(A) = sup{p Е 
Е [О, l]ISP n А#- Ф}, А Е Р(Х). 

Лемма 1. 

1. Для любого р Е [О, 1] S~p = { х Е Х, !f?(x) > р} С 
С Sp С {х Е Х, !f?(x)?: р} = s;. 

2. Для любого А Е Р(Х) Р~(А) = sup{p Е [О, l]IS~pn 

ПА#- Ф} = Р(А) = sup{p Е [О, l]IS; n А#- Ф} = Р~(А). 

Доказательство. 

1. Пусть х Е Sp, тогда !f?(x) = sup{q, х Е Sq} ?: р, 

следовательно, Sp с s;. Если х Е S~P' то sup{qlx Е 
Е Sq} = 1Р( х) > р. Следовательно, найдется с > О такое, 
что q, = !f?(x) - с> р их Е Sq, · Поскольку Sq, С Sp, то 
х Е Sp, т.е. S~p с Sp. 

2. Так как 1Р~(х) ~ sup{plx Е s;} = sup{pl!f?(x) ?: 
/:::,. 

?: р} = !f?(x) = sup{pl!f?(x) > р} = sup{p, х Е S~p} 
/:::,. -
= 1Р~(х), х Е Х, то Р~(А) = sup1f?~(x) = Р(А) 

хЕА 

= sup 1Р~(х) = Р~(А), А Е Р(Х). • 
хЕА 

Замечание 2. Семейство Sp, р Е [О, 1], опре­

деленное с помощью возможности Р(·) по формуле 

Sp = Х \ U А, О ::; р ::; 1, аналогичной (1), 
АЕР(Х), 

P(A)"S_p 
приводит к тем же значениям возможности, если в (2) 
использовать Sp вместо Sp. Действительно, очевидно, 

Sp с Sp, ибо А с Р(Х) и Sp = Х \ U 
АЕР(Х), 

xEA,sup 'P(x)"S_p 
= Х \ {х Е Х, !f?(x) ::; р} = {х Е Х, !f?(x) > р} = S~p· 
Следовательно, S~p с Sp с Sp с s; и согласно лемме 1 

семейство Sp, О::; р::; 1, в (2) даст те же значения Р(·). 

• 
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2. О единственности продолжения возможности 

Возможность р(·) допускает, вообще говоря, различ­

ные продолжения на Р(х). Действительно, пусть, напри-
оо 

мер, Х = U Ai, А;ПАi = Ф, i #- j, i, j = 1,2, ... , и 
j=l 

А - минимальная ст-алгебра, содержащая {Aj}· Про­
должением Р(·) на Р(Х) является любая возможность 

Р(·), удовлетворяющая условию 

P(Aj) = sup <j>(x) = P(Aj), j = 1,2, ... , (4) 
xEAj 

в котором<,&(·) : Х ---t [О, 1] - распределение Р(·). Если 
Aj - не одноточечное подмножество Х, условие (4) не 
определяет распределение <j>(x), х Е Aj, однозначно, j = 
= 1, 2, ... 

Построенное продолжение Р(·) может быть охарак­

теризовано как максимальное в том смысле, что для 

любого другого продолжения Р(·) 

Р(В) ~ Р(В), в Е Р(Х). 

Для доказательства полезно воспользоваться другим 

представлением распределения Р(·), имеющим и само­

стоятельный интерес. 

Лемма 2. Пусть 

1Р•(х) = inf{P(A), А Е А, х Е А}, х Е Х. (5) 

Тогда 1Р•(х) = !f?(x), х Е Х, где распределение !f?(·) 
определено равенством (3), и, следовательно, для любого 

непустого В Е Р(Х) 

Р.(В) = sup 1Р•(х) = Р(В). 
хЕВ 

Д о к аз ат ел ь ст в о . Зафиксируем х Е Х и выберем 
произвольно с > О. Согласно равенству (5), во-первых, 
для любого А Е А, содержащего х, Р(А) > 1Р•(х) - с= 
= р., и, во-вторых, найдется содержащее х А, Е А, 

такое, что Р(А,)::; 1Р•(х) +с= р*. Согласно опреде­

лению (1) х Е Sp,, так как х rf_ U А, и х rf_ Sp•, ибо 
АЕА 

Р(А):'ОР• 

х Е U . А так как !f?(x) = sup{p Е [О, l]lx Е Sp}, то 
АЕА 

Р(А):<;р•А 

1Р• ( х) - с ::; 1Р( х) ::; 1Р• ( х) + с, и в силу произвольности 
с> О, 1Р•(х) = !f?(x), х Е Х. • 
Лемм а 3 . Равенство (2) определяет максималь­

ное продол:жение Р(·) возмо:жности Р(·) в том смыс­

ле, что для любого другого продол:жения Р(·): Р(В) > 
> Р(В), в Е Р(Х). 
- Доказательство. Пусть <j>(x) = Р({х}), х Е 
Е Х, - распределение Р(·). Покажем, что <j>(x) ::; !f?(x), 
х Е Х. Если одноточечное множество { ~} Е А, то 
<,&(~) = 1Р(~), если {~} rf_ А, определим минимальное 

о о о о 

А =АЕ А, содержащее х. Иначе говоря, пусть хЕАЕ А 

- о - о -
и для любого А Е А, такого, что хЕ А, Ас А. В таком 

случае в силу монотонности Р(·) 

о о . о о 
!f?(x) = 1Р•(х) = шf{Р(А), А Е А, хЕ А}= Р(А). 

Для любой другой точки х ЕА !f?(x) = 1Р•(х) = 1Р(~), 
о 

поскольку А - минимальное множество для любой 
о 

своей точки. Так как Р(А) = sup <j>(x), то <j>(x) ::; !f?(x), 
о 

хЕА 
о 

х ЕА. • 
3. Продолжение возможности нечетких событий 

В заключение рассмотрим продолжение возможнос­

ти p(f(·)) нечетких событий, заданных характеристи­
ческими функциями /(·) Е .С(Х). Пусть "С(Х) - класс 
всех функций /(·), определенных на Х, принимающих 
значения в R(P)' на котором определены операции 

сложения и умножения (2.3). 
Определение 2. Функцию р(·), определенную 

на "С(Х) и принимающую значения в R(P)' назовем 
мерой, если она линейна в смысле определения 2.1 и 
для любого семейства*) fj(·) Е "С(Х), j Е J, 

p(supfj(·)) = supp(fj(·)). (6) 
jEJ jEJ 

Меру p(f(·)), f(·) Е "С(Х), назовем максимальным 
продолжением меры p(f(·)), f(·) Е .С(Х), если p(f(·)) = 
= p(f(·)), f(·) Е .С(Х) и для любого другого продолже­
ния р( ·) выполняется неравенство 

p(f(·)) ~ p(f(·)), f Е "С(Х). 

Теорема 2. 
1. Для любой меры р( ·) имеет место представление 

p(f(·)) = sup min(f(x), !f?(x)), f(·) Е "С(Х), (7) 
хЕХ 

в котором !f?(·) Е "С(Х), - распределение возмо:жности 
Р(·), 

Р(А) = Р(ХА(·)) = sup !f?(x), А Е Р(Х), 
хЕА 

причем 

!f?(x) = р(дх(·)), ХЕ Х, 

где { ду ( ·), у Е Х} - семейство функций 

ду(х) = { ~: : ; ~: х Е Х, у Е Х, 
из "С(Х). 

2. Любая функция f(·) Е "С(Х) интегрируема по 
возмо:жности Р(·) в смысле определения 4.2, p(f(·)) -
ее интеграл, Р(А) = Р(ХА(·)), А Е Р(Х), т.е. ме:жду 
Р(А), А Е Р(Х), и p(f(·)), !(·) Е "С(Х), имеется взаимно 
однозначное соответствие. 

3. Р(·) - максимальное продол:жение Р(·), если и 

только если р(·) - максимальное продол:жение р(·). 

•)В силу линейности (2.7) р(·) монотонно не убывает (2.9), поэтому p(inf fj(·))::; p(f;(·))::; p(supfj(·)), i Е J. Следовательно, вообще 
зЕJ jEJ 

говоря, v( inf fj ( ·)) ::; inf p(fj ( ·)) ::; sup p(fj ( ·)) ::; v(sup fj ( ·) ). 
зЕI зЕJ jEJ jEJ 
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Доказательство. 

1. Для f(·) Е l(X) имеет место «интегральное 
представление» 

f(x) = sup min(дy(x), f(y)), х Е Х. 
уЕХ 

В силу свойства (6) и линейности р(·) 

p(f(·)) = sup p(min(дy(·), f(y))) = 
уЕХ 

sup min(f (y), р( ду ( ·))) = sup min(f (y), So(Y)). 
уЕХ уЕХ 

Доказательство утверждения 2 не отличается от до­
казательства теоремы 4.3. Утверждение 3 очевидно. • 

Теорема 2 определяет максимальное продолжение 
р(·) возможности р(·) нечетких событий, заданных ха­

рактеристическими функциями из .С(Х) на класс любых 

нечетких событий с характеристическими функциями 

из l(X), и дает представление продолженной возмож­
ности р(·) в виде интеграла (7) характеристической 

функции нечеткого события/(·) Е l(X) по возможнос­
ти Р(·). 

Замечание 3. Для любой функции/(·) Е .С(Х) 
имеют место следующие представления: 

f(x) = sup min(Л, Ха(х)) = sup min(o:, Ха(х)), х Е Х, 
O<a<l O<a<l 

где Ха(·) и Ха(·) - характеристические функции мно­

жеств Аа = {х Е Х, f(x) =о:} и Аа = {х Е Х, f(x) 2': о:} 
соответственно. В силу свойства (6) меры и линейности 
(2.7) р(·) отсюда следует, что 

p(f(·)) = sup min(o:, Р(Аа)) = sup min(o:, Р(Аа)). 
O<a<l O<a<l 

Второе из этих выражений известно как интеграл 

Sugeno, определенный в работе [5] на классе (измери­
мых) функций из .С(Х). 
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