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О НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛНАХ, 
ОПИСЫВАЕМЫХ ЭВОЛЮЦИОННЫМ[И УРАВНЕНИЯМИ 5-ГО ПОРЯДКА*) 

С. А. Арсеньев, А. Ю. Губiарь, Н. К. Шелковников 

(кафедра физики .моря и вод суши) 

Квадратично-кубичное нелинейное уравнение 5-го порядка для длинных волн в океане сведено к 

нелинейному уравнению Шрёдингера. Получены 1и исследованы решения в виде бризерных цугов 

длинных волн, модулированных кинками огибающих. Доказано, что длинные волны на воде 

конечной глубины устойчивы. 

В последнее время интенсивно изучаются нелиней­

ные эволюционные уравнения 5-го порядка, описываю­

щие, в частности, волны в холодной квазинейтральной 

плазме [1], в электромагнитных линиях передач [2-4], 
гравитационные волны под ледяным покровом [5, 6], 
сейсмические волны в пористых и трещиноватых сре­

дах [7], длинные гравитационные волны на воде во 
втором приближении [8] при разложении потенциа­

ла скорости по параметрам амплитудной (о: = а/ Н, 

где а - амплитуда и Н - глубина) и частотной 

(f3 = ).. 2 / Н2 ' где ).. - длина волны) дисперсий: 

{3 7 {3 2 3 
Т)t + Т)х + 5ТJзх + 

144 
Т)5х + 2,О:Т)ТJх+ 

+ 
5~: [ Т)Т)Зх + ~Т)хТ)2х] -

3
;

2 

Т) 2 Т)х = О. 
(1) 

До сих пор известны лишь два точных решения урав­

нений 5-го порядка, соответствующие периодическим 

стационарным волнам и уединенной волне фиксиро­

ванной амплитуды [9, 10]. В работах [11-14] уравнения 
5-го порядка исследовались численно и аналитически, в 

частности, удалось найти некоторые автомодельные ре­

шения. В настоящей статье мы покажем,что уравнение 

5-го порядка (1) можно свести к кубично-нелинейному 
уравнению Шрёдингера, найдем его волновые решения 

и исследуем их свойства. 

Введем замену х ---7 х - t и перепишем (1) в виде 

(2) 

Здесь L = L(дt, дх) - линейный дифференциальный 
оператор, дt и дх - сокращенная запись частных 

производных. Если обозначить дх = р и дt = q, то 

L ( ) - !}__ з 7 {32 5 
р, q - р + 6 q + 144 q . (3) 

Будем искать решение (2) в виде асимптотического 
ряда, содержащего малый параметр о:: 

Т) = <ро + ar.p1 + о: 2 <р2 + ... (4) 

Здесь r.p0 , r.p 1, ... - приближения соответствующего по­

рядка, зависящие от медленных и быстрых переменных 

х и t: 
х ---7 ха, Х1, Х2, ... , Хн = апх, 
t ---t ta, Т1, Т2, ... , Тн = апt. 

(5) 

При переходе к масштабным разложениям переменных 

(5) соответствующие дифференциальные операторы из­
меняются: 

Подставляя (4)-(6) в (2) и рассматривая члены со­
ответствующих порядков малости, получим уравнения 

для <ро, <р1, ... : 
Lo<po =О, 

3 
Lo<p1 + Li<po + 2,r.родха'Ро+ 

5{3 [ 3 7 2 ] +12 <родх 0 'Ро + 2,(дха'Ро)(дх 0 'Ро) =О, 

(7) 

(8) 

Lo<p2 + Li<p1 + L2r.po + ~ [ax 0 (r.par.p1) + дх, ( ~6)] + 

+ ~~ (r.р1д~ 0 <ро + 3r.рад; 0 дх, <ро + <род~ 0 'Р1) + 

35{3 { ( 2 ) +24 [(дх,<ро) + (дха'Р1)] дх 0 'Ро + 

где 

+(2дхадх, <ро + а; 0 <р1)(дха'Ро) - ~r.рбдха'РО} = 0, 

(9) 

Lo = L(дt 0 , дх 0 ), 
Li = Lардт, + Laqдx,, 
L2 = Lардт2 + Laqдx2 + Lоррд~,/2+ 

+Lорqдт, дх, + Loqqд'i,12 
соответствующие члены тейлоровских разложений 

оператора в а-окрестности точки (дt 0 , дх 0 ), 

Будем искать решение нулевого приближения r.p0 

виде гармонической волны с медленно меняющейся 

*) Работа доложена на Всероссийском семинаре «Волновые явления в неоднородных средах» (Красновидово, 1996). 
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амплитудой: 

<ро = А(Х1, ... , Т1, .. . ) exp(i8) + к.с., 
е = kx - wt + д. (10) 

Подставляя (1 О) в (7), получим дисперсионное соотно­
шение 

L(-iw, ik) =Он w = w(k). (11) 

Подстановка же (10)-(11) в (8) приводит к уравнению 
для функции 'Pl: 

Lo<p1 + (дт, + cgдx1 )Aexp(i8) + ~ikA2 exp(2i8)+ 

45 (. )3 3 ( . ) + 
24 

ik /)А ехр 2i8 + к. с. = О, 

(12) 

где cg = dw / dk = cg ( k) - групповая скорость. Чтобы 
избежать секулярно растущих членов в r.p 1 , необходимо 

потребовать, чтобы 

(дт, + сgдх,)А =О. 

Отсюда следует, что возмущение уровня поверхности 

воды в первом порядке малости распространяется с 

групповой скоростью 

(13) 

Общее решение уравнения (12) можно представить в 
виде 

<р1 = А10 + А11 ехр( i8) + А12 exp(2i8) + к. с. (14) 

Для А12 в случае отсутствия резонанса на второй гармо­
нике, т. е. при L(-2iw, 2ik) #- О, из (12) и (14) получаем 
выражение 

А = _ [(3/2)ik + (45/24)/J(ik)
3

] А2 = f(k)A2. (l5) 
12 L(-2iw,2ik) -

Далее без потери общности можно положить А11 = О, а 

величину А10 определить из уравнения (9) в следующем 
порядке малости. По тем же самым операционным 

соображениям (14) ищем решение для r.p 2 в виде 

<р2 = А22 exp(2i8) + А2з exp(3i8) + к. с. (16) 

Подстановка (10), (14), (15) в (9) с требованием отсут­
ствия секулярно растущих членов вызывает необходи­

мость приравнять к нулю все члены, пропорциональные 

exp(i8) и 1. Это приводит к следующим уравнениям: 

L2 A + [~(ik) + ~~ (ik)
3

] АА10+ 
+ [!(k)~(ik) - ~(ik)] А2А* =О, 

(17) 

-сgде 1 А10 + [~ + ~(ik) 2 
- ~~ (ik) 3/J] де,А2 =О. (18) 

Интегрируя (18), получаем выражение для А10 : 

1 (3 5 2) 2 А10 = - - + -/)k А + В(т). 
Cg 2 24 

(19) 

Наконец, подставляя (19) в (17), получаем кубич­
но-нелинейное уравнение Шрёдингера: 

.дА д2А 2 
i дт - ае + [v1(т) + v(k)A ]А= О. (20) 

Здесь 

v(k)=- 1+-х+О(х2 ) >0, 9k [ 47 ] 
4х 72 

( )

-1/2 

~ = 81 -;g ' 

а v1 ( т) и а = const определяются из конкретных началь­
ных и граничных условий. 

Положим для определенности v1 (т) =const, lmv1 =О. 

Тогда, подставляя выражение 

А= v(r) ехр[i(рт + q~)] (21) 

в уравнение (20), можно получить следующее уравне­
ние: 

-drrV + (q 2 - р + v1)v - i(c + 2q)drv + vv3 =О. (22) 

Здесь v(r) - действительная функция переменной 

r =~-ст, а с, р и q - постоянные величины. Поскольку 

v - действительная функция, имеет место равенство 

с+ 2q = О. Интегрируя (22), находим 

drrV = Е - V(v), (23) 

где V(v) = bv2-(vv4 /2) и Ь = p-q2-v1. Так как v(k) >О, 
потенциал V(v) имеет яму и, следовательно, (23) имеет 
финитное решение, если только Ь > О. Это решение 

можно выразить через эллиптическую функцию Якоби 

sn(n/m). Вводя более удобные обозначения, можно 

записать окончательный результат: 

А= Ао sn [ ( ~) - C~J 
112 

(r - ro)] х 
х ехр [i (pr - с;)] = Rexp(iФ). 

(24) 

Здесь А0 , m, с, r 0 - промежуточные действительные 

параметры и 

Алгебраическое выражение (24) описывает бризер­
ный цуг волн. Он состоит из волн с амплитудой R 
первой гармоники, модулированной эллиптическим си­

нусом порядка m, который определяется начальными 
условиями. Амплитуда R огибающей периодически ос­
циллирует относительно переменной 

т = а (х - cgt) - о:2с [t - (a/cg)x] ' 
j-c~(k)/2 а 
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которая в первом порядке связана с системой волн, рас­

пространяющихся с групповой скоростью cg ( k), и имеет 
в этой системе пространственный период осцилляций 

[ 
с' (k)] 

1

1
21 [ ( v )1/2] Л = 4K(m) -т Аоа 

2
m , (25) 

где K(m) - полный эллиптический интеграл первого 

рода. 

Когда m ---7 О, амплитуда бризерного цуга модули­

руется гармонической волной 

lim R ---7 А0 sin [ 2 7Г (х - cgt) + О(о: 2 )] + O(m2
). (26) 

m-+0 А 

При определенном выборе m = m( а, (3, k) этот период 
может быть конечным, т. е. иметь масштабы порядка 1 
вместо 0(1/о:). Когда m ---7 1, амплитуда бризерного 
цуга модулируется волной переключения или кинком с 

бесконечно большим периодом: 

{ [ 
( k) ] 1/2 } li!J.\ R ---7 Ао th Ао _::~(k) а(х - cgt) + О(о: 2 ) . 

(27) 
Производная от кинка (27) представляет собой соли­
тон. В общем случае форма бризерного цуга длинных 

волн на воде конечной глубины зависит от длины 

волны Л (25) и амплитуды А0 . Эта форма является 

переходной от гармоники (26) к волне переключения 
или кинку (27). 

Существенно, что наряду с решениями типа бри­

зеров (21), (24) уравнение (20) допускает и обычные 
волновые решения типа 

А= Ао exp(i1Po), !ро = k~ - wt, (28) 

которые оказываются устойчивыми по отношению к 

возмущениям амплитуд и фаз. Другими словами, моду­

ляционная неустойчивость, типичная для гравитацион­

ных волн на глубокой воде (неустойчивость типа Заха­

рова-Бенжамина-Фейра [15]), в нашем случае длинных 
волн на воде конечной глубины не существует. Доказа­

тельство этого нетривиального утверждения, фактичес­

ки устанавливающего устойчивость длинных волн на 

воде во втором приближении, проведем, рассматривая 

малые добавки к решению (28): 

А= Ао +д, 1Р = !ро + 1Р1· (29) 

Подставляя (29) в (20) и удерживая только линейные 
члены по д и ip1 , получим следующую систему уравне­

ний относительно возмущений: 

Разыскивая решение (30) в виде волн д, 1Pl ~ ехр[i(х~­
-Пт)], получим дисперсионное соотношение 

(31) 

из которого следует ввиду положительности v и ве­

щественность П, что и требовалось доказать. Форму­

ла (31) описывает боголюбовский спектр возбуждений 
в движущейся со скоростью w / k среде, но мы не бу­
дем рассматривать здесь соответствующую физическую 

аналогию. 

Полученные результаты имеют важное значение для 

теории длинных волн на воде, поскольку устанавли­

вают свойства этих волн во втором приближении. 

Мы показали, что эти волны являются устойчивыми и 

их можно изучать с помощью нелинейного уравнения 

Ш рёдингера. Найденные нами бризерные решения объ­

ясняют, например, особенности распространения цуна­

ми в океане в виде цугов волн с изменяющейся во 

времени огибающей. Из-за этого, в частности, волны 

цунами могут подходить к берегу и с отрицательной, 

и с положительной фазой колебаний уровня. В имею­

щихся каталогах цунами можно найти много примеров 

подобных записей колебаний уровня океана. 
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