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ВИД ФУНКЦИОНАЛА КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ 
В МЕТОДЕ МНОГОЧАСТИЧНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ ПЛОТНОСТИ 

О. С. Еркович, А. М. Попова 

(НИИЯФ) 

Рассматривается метод, представляющий собой обобщение теории функционалов плотности. Ме­

тод, основанный на представлении энергии системы как функционала диагонального элемента мно­

гочастичной матрицы плотности, позволяет из первых принципов учесть обменно-корреляционные 

эффекты в системе. В настоящей работе описан способ построения функционала кинетической энер­

гии основного состояния системы фермионов. 

В работах [1-3] нами было показано, что метод 
функционалов плотности, эффективно используемый 

при описании многоэлектронных систем [4-5], допус­
кает обобщение, состоящее в следующем. Энергия Е0 
основного состояния локализованной ферми-систе­

мы является однозначным функционалом многочас­

тичной функции плотности nm(r1, ... , rm), представ­
ляющей собой диагональный элемент не зависящей 

от спина m-частичной матрицы плотности. Мини­

мум функционала Е0 = Е[пm] реализуется на функ­
ции, соответствующей пространственному распреде­

лению частиц в основном состоянии. Таким образом, 

в основу теории может быть положено описание не­

релятивистских квантовых систем с помощью много­

частичных функций плотности nm(r1, ... , rm)· Мож­
но показать [3], что гамильтониан системы однознач­
но определен многочастичной функцией плотности 

основного состояния nm(r1, ... , rm)· Величины, ха­
рактеризующие основное состояние, таким образом, 

также являются функционалами nm(r1, ... , rm), од­
нозначность которых очевидна для невырожденных 

основных состояний и требует дополнительного ис­

следования в каждом конкретном случае для вырож-

денных. Развиваемый нами многочастичный подход 

обладает неоспоримым преимуществом перед тради­

ционным методом функционалов плотности: в этом 
подходе исчезает необходимость заменять точный 

гамильтониан системы взаимодействующих частиц 

модельным, представляющим собой сумму одночас­

тичных операторов, и конструировать эффективный 
обменно-корреляционный потенциал, привлекая до­

полнительные физические предположения. Единст­
венной проблемой, возникающей в этом подходе, 

является адекватное описание кинетической энергии 

многофермионной системы. Для решения этой проб­
лемы были использованы следующие соображения. 

Рассмотрим локализованную систему N фермио­
нов с гамильтонианом 

H=T+V+W, 

Т=~(--1 Л·) ~ 2М ' ' 
i=l 

N 

V = LV(ri), 
(1) i=l 

N j 

W = LLW(ri,rj) 
j=2i=l 
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и нормированной на единицу волновой функци­

ей основного состояния Ф(r1 , а 1 ; ... ; rN, aN)· Здесь 

(- 2~лi) - оператор кинетической энергии, ri -
радиус-вектор, а1 - совокупность спиновых и изо­

спиновых координат i-й частицы; V(ri) и W(ri, rj) -
потенциалы взаимодействия i-й частицы с внешним 

полем и частиц i и j между собой; М - масса час­

тицы. Можно показать [1-3], что полная энергия ос­
новного состояния этой системы определена выраже­

нием 

где 

nm(r1, ... , rm) = Sp Г m(r1, а1; ... ; Tm, ат; 
°' 

= C'lJ Sp J d3rm+1 ... d3 rNX 
ai, 

i>m 

(2) 

(3) 

(4) 

Кинетическая энергия основного состояния представ­

ляет собой однозначный функционал nm(r1, ... , rm), 
который может быть записан в виде матричного эле­

мента 

T[nm] = \1PITl1/i) = 

( c~=i)- 1 st J d3
r1 ... d

3
rm [ (t, (- 2~лi)) х 

хГ m(r~, а~; ... ; r~a~; r1a1; ... , Tmctm)] r' = r;, , 
,, 

ai == CXi 

i=l,2, ... ,m. (5) 

Из (5) явно следует, что величина Т[пm] определена 
пространственным распределением частиц в системе. 

Целесообразность развиваемого формализма зависит 
от возможности получения как можно более просто­

го явного выражения для Т[пm], точность которого 
не ниже, чем для выражений, имеющихся для Т[п1 ] 

в одночастичном подходе [ 4-6]. Для решения этой 
проблемы функционал Т[пm] удобно представить в 
виде 

где величина t[nm](r1, ... , rm), представляющая со­
бой m-частичную плотность кинетической энергии, 

определена с точностью до слагаемого g(r1, ... , rm), 
удовлетворяющего условию 

Аналитическое выражение для t[nm](r1, ... , rm) мо­
жет быть построено из соображений, аналогичных 

используемым в одночастичном методе функциона­
лов плотности [ 4, 6]. 

Поскольку выражение (5) для Т[пm] не содержит 
явной зависимости от потенциалов V ( r i) и W ( r i, r j) 
и величина кинетической энергии основного состоя­

ния системы фермионов определена пространствен­
ным распределением частиц, мы имеем основание 

считать, что для системы с гамильтонианом вида (1) 
функционал Т[пm] имеет тот же вид, что и для сис­
темы с гамильтонианом 

N 

Н'=Т+И, И= L U(ri), (7) 
i+l 

волновая функция основного состояния которой мо­
жет быть представлена в виде детерминанта, состав­

ленного из ортонормированных одночастичных вол­

новых функций x,в(ri, ai)· в этом случае m-частич­
ная матрица плотности (4) связана с одночастичной 
выражением 

= ~~ detllГ1(r1,a1;r~,a~)ll, 
Г1 (r1, а1; r~, а~)= L n,вx~(ri, ai)X,в(r~, а~). 

,в 

(8) 

Здесь п,в - собственные значения оператора чисел 

заполнения n,в, имеющего вид [6] 

(9) 

где е ( z) - функция Хевисайда, р0 ( r) - локальный 
импульс Ферми, р = -i\l - оператор импульса. 

Введем функцию распределения fm(r1, ... , rm; 
р1 , ... , Pm), связанную преобразованием Фурье с 
m-частичной матрицей плотности: 
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х ехр (~ ipj(Tj - rj)) . (10) 

Из (8) для системы с гамильтонианом (7) следует 

1 
fm(r1, · · .,rm;P1, · · .,pm) = - 1 det llfi(rj,Pt)X 

m. 
х exp(ipz(rj - rz))ll, (11) 

fi (r, р) = ехр( -ipr )nf3 ехр( ipr). (12) 

Интегрирование по координатам функции распреде­
ления приводит к плотности вероятности для распре­

деления по импульсам [6], в силу чего допускает пред­
ставление 

(13) 

Для систем с парными потенциалами взаимодейст­

вия между частицами наиболее целесообразно опи­

сание посредством двухчастичных функций плотнос­
ти n 2 (r 1 , r 2 ) [3], для осуществления которого же­
лательно получить аналитическое выражение для 

t[n2](r1 , r 2). Исходя из (8)-(13) легко показать, что 

1 2 
n2(r1, r2) = -CN Sp{F(r1, O)F(r2, 0)-

2 а (14) 
-F(r1, r12)F(r2, r21)}, 

F(rk, Tkj) = j d3pfi(rk,P) exp(iprkj), (16) 

K(rk, Tkj) = 2~ j d3pp2 fi(rk,P) exp(iprkj) = 

Л· 
= - 2~F(rk, Tkj)· (17) 

Точный вид функций F(rk, Tkj) и K(rk, Tkj) можно 
получить исходя из (9) и (12). Функция Хевисайда 
в (9), аргумент которой представляет собой сумму не­
коммутирующих операторов, допускает разложение 

по коммутаторам Рб(r) и р [6]. В случае медленно 
меняющейся плотности (т.е. при выполнении усло-

вия 1 У' п( (;) 1 ~ р0 ( r)) можно ограничиться вторым 
п1 r 

порядком этого разложения: 

В(р6 - р2 ) = В(р6 - р2 ) + ~ ( Лр6 + 2i(pV'p6)) х 

хд'(р6- Р2 ) + ~ [ (У'Р6) 2 

- 2 (рУ'р6)2 Р6]д"(Р6 - Р2 )-

(18) 

где р0 = p0 (r). Подставляя (18) в (14) и (15), получим 

Здесь Poi = Po(ri) - локальный импульс ферми-час­
тицы в точке ri; Xjk = IPoil · lrjkl; jk(z) - сфери­
ческие функции Бесселя, связанные с цилиндрически­

ми функциями Бесселя Jk+ 1; 2 (z) полуцелого порядка 

соотношением jk(z) = /-;; Jk+ 1;2(z). Вклад в ин­
теграл (6) от двух последних слагаемых в (15), если 
учесть выражение (17), первую теорему Грина [7] и 
результаты, имеющиеся для асимптотических свойств 

волновых функций многочастичных систем [8], будет 
равен нулю. 

Для получения аналитического выражения для 

t[n2](r1 , r 2) необходимо установить связь между двух­
частичной функцией плотности n 2 (r 1 , r 2 ) и импуль­
сом Ферми. Это можно сделать, проанализировав 

выражение (14) для n 2 (r 1 , r 2 ) в случае невзаимодей­
ствующего газа свободных частиц. Мы приходим к 
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результату: 

п (r r) = S ( pg _ pg {j1(PoT12) }
2

) 2 1, 2 р 36 2 8 4 , 
а 7r 7r РоТ12 

где j 1 ( х) - сферическая функция Бесселя первого по­
рядка, определяемая равенством 

. ( ) - sш х - х cos х 
]1 х - 2 • 

х 

Производя усреднение по ансамблю частиц, для сред­

него значения двухчастичной плотности получим 

Усредненное расстояние между частицами системы 

определено выражением r 8 = [3/(47rn)]113
, где п = 

N /О - среднее (по объему rJ системы) значение 
плотности частиц. 

Локальный импульс Ферми связан с плотностью 

частиц соотношением п = PdP~/(67r 2 ), где Pd - фак­
тор вырождения, равный числу возможных проекций 

дискретных переменных (спина, изотопического спи­

на и т.д.) В частности, для электронов Pd = 2, для 
нуклонов Pd = 4. 

Следовательно, 

п =Sp Р8 (l- ~{j1(xd)}
2

) =С( )S pg 2 а 367r4 2 Xd Pd J 367r4 ' 

Множитель C(pd) зависит только от значения факто­
ра вырождения Pd· Таким образом, выражение, свя­
зывающее локальный импульс Ферми и двухчастич­

ную функцию плотности, будет иметь вид 

Для локальной двухчастичной плотности кинетичес­

кой энергии в соответствии с (17)-(20) получим 

1 
t[n2](r1, r2) = --х 

N-1 

х Scf { 130 (l87r4)1/3 (C(pd))-4/3 п~/3(r1, r2)+ 

5 1 [ 2 + 
1152 

(C(pd))- (\71n2(r1, r2)) + 

+ (\72n2(r1, r2))2] n21(r1, r2)-

- 9~0 (C(pd))- 213 [(Л1 + Л2)n2(r1, r2)]n~ 113 (r 1 , r2) }· 

(21) 
Выражение (21) может использоваться для описания 
ферми-систем с гамильтонианом вида (1). Оно име­
ет достаточно простой вид и обеспечивает хорошую 

точность расчетов [ 1-3]. 
Сравнение полученных нами результатов [1-3] 

для ряда характеристик электронного газа металла и 

параметров, описывающих адсорбцию водорода на 

поверхности металла, с данными эксперимента и ре­

зультатами, полученными в рамках тех же моделей 

в традиционном одночастичном методе функциона­
лов плотности, показывает, что метод многочастич­

ных функционалов плотности, обеспечивая коррект­
ный учет обменно-корреляционных эффектов, обла­
дает значительно большими возможностями по срав­

нению с одночастичным подходом. 
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