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ОБ ИНТЕГРИРУЕМЫХ СЛУЧАЯХ ЗАДАЧИ ЛИУВИЛЛЯ 

Ю. В. J:>аркин 

(ГАИШ) 

Изучаются интегрируемые случаи задачи Лиуви.лля, для которых решение сведено к квадратурам. 

Используются классические уравнения Лиувилля и сравнительно новая форма уравнений вращатель­

ного движения изменяемого тела в переменных А1щуайе. 

1. Задача Лиувилля 

Этой задачей назовем классическую задачу о вра­

щательном движении изолированного деформируе­
мого тела в предположении, что изменение его дина­

мического строения задано во времени. В частности, 

оно может представлять собой твердое тело с изме­

няемой во времени внешней оболочкой. 

Пусть Cxyz и С~Т/( - две декартовы системы 

координат с началом в центре масс тела. Оси коор­

динат системы Cxyz сохраняют фиксированные на­
правления в пространстве. Оси С~, СТ/ и С( направ­

лены по главным центральным осям инерции тела. 

Главные центральные моменты инерции тела, соот­

ветствующие этим осям, обозначим А, В и С. Век­

тор кинетического момента относительного движе­

ния частиц тела в системе координат С~Т/( обозна­

чим Gr = (Р, Q, R), где Р, Q и R - проекции это­
го вектора на подвижные оси С~, СТ/ и С( соответ­
ственно. 

Введем вектор 1.1J угловой скорости вращения осей 

тела в системе С~Т/( по отношению к системе коорди­

нат Cxyz, а его проекции на оси координат С~, СТ/ и 
С( обозначим р, q и т. Аналогично введем вектор ки­
нетического момента вращательного движения тела 

G и его проекции на подвижные оси Л, µ и v. 
Дифференциальные уравнения задачи получают­

ся из общих уравнений Лиувилля [1, 2] в предполо­
жении, что момент сил, действующих на тело, равен 

нулю: 

d 
dt(Ap+ Р) + qR- тQ- (В - С)qт =О, 

d 
dt (Bq + Q) + тР - pR - (С - А)рт =О, 

d (1) 
dt (Ст+ R) + pQ - qP - (А - B)pq =О. 

Задача заключается в интегрировании этих урав­

нений при произвольных начальных условиях: t = t 0 , 

р = ра, q = q0 , т = т0 в предположении, что все ха­

рактеристики А, В, С и Р, Q, R являются известны­
ми функциями времени. Через А0 , В0 , Са и Ра, Qo, Ro 
обозначим начальные значения указанных функций. 

Известен один первый интеграл уравнений (1): 

(Ap+P) 2 +(Bq+Q) 2 +(Cт+R) 2 = G2 = const, (2) 

выражающий условие постоянства модуля векто­

ра G. 

Если в качестве новых переменных принять со­

ставляющие вектора G в системе координат С~Т/(: 

Л=Ар+Р, µ=Bq+Q, v=Cт+R, (3) 

то уравнения вращательного движения (1) и интег­
рал (2) примут следующий вид: 
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d).. R Q (С-В) 
2. Интегрируемые случаи 

dt +Сµ- Bv+ ВС µv=O, 

dµ Р R (А- С) 
dt + Av - С)..+ АС v>-. =О, 

1 °. Наиболее просто задача Лиувилля решается 
для осесимметричного тела, когда вектор его кине­

тического момента относительного движения частиц 

(4) тела ar направлен вдоль оси симметрии С(. Это ре-
dv + Q ).. _ Р µ + (В - А) >-.µ = О 
dt В А ВА ' 

).. 2 + µ2 + v2 = а2. 

Для анализа задачи Лиувилля также привлечем 

уравнения вращательного движения деформируемо­
го тела в переменных Андуайе. Эти уравнения были 
получены автором в 1979 г. и получили ряд приложе­
ний в задаче о движении системы гравитирующих де­

формируемых тел [3], в задаче о вращении Земли [4] 
и др. 

Пусть 

G, В, р, l, g, h (5) 

- переменные Андуайе, где G - величина вектора 
кинетического момента G, р и h - наклонность и 

долгота восходящего узла промежуточной плоскости 

Ре, ортогональной вектору G и проходящей через 
центр масс тела; g, ()и l - углы Эйлера (прецессии, 

нутации и собственного вращения), определяющие 

ориентацию осей координат тела в промежуточной 

системе координат CG 1G 2G 3 , связанной с вектором 

G и плоскостью Ре (ось CG1 направлена вдоль ли­

нии пересечения плоскости Ре с основной коорди­

натной плоскостью Сху в сторону восходящего узла 

этой плоскости; ось CG3 направлена вдоль вектора 

G, а ось CG2 дополняет систему до правой). 

Уравнения задачи Лиувилля в переменных Анду­
айе (5) принимают следующий вид: 

dG 
dt=O, 

dp 
dt =о, 

dh 
dt =о, 

- = G sш () sш l cos l - - - + - sш l - - cos l d() . . ( 1 1 ) Q . р 
dt А В В А ' 

dl = G cos () (~ _ sin
2 

l _ cos
2 
l) + 

dt С А В 

+ ctg () ( ~ cos l + : sin l) - ~, 

dg (sin
2 

l cos
2 
l) Q Р . 

dt = G ~+-----В- - В cosl - А sшl. (6) 

Из первых уравнений системы ( 6) следуют три 
первых интеграла: 

G=G0 , р=р0 , h=h0 , (7) 

где G0 , р0 , h0 - начальные значения соответствую­

щих переменных Андуайе. Интегралы (7) выражают 
факт постоянства вектора углового момента тела G. 

шение хорошо известно и обсуждается, например, в 

работах [ 5-7]. 
Действительно, задача легко интегрируется в сле­

дующих трех случаях: 

la) Р = Q =О, R = R(t); A(t) = B(t) -/= C(t), 

lб) Q = R =О, Р = P(t); B(t) = C(t)-/= A(t), (8) 

lв) R = Р =О, Q = Q(t); C(t) = A(t) -/= B(t). 

Условия (lб), (lв), очевидно, получаются из (la) 
в результате циклического переобозначения соответ­

ствующих характеристик задачи. 

В случае (la) уравнения вращения тела (1) прини­
мают вид 

d 
dt (Ар)+ qR +(С - А)qт =О, 

d 
dt(Aq) - pR- (С - А)рт =О, (9) 

d 
dt(Cт + R) =О. 

Уравнения (9) имеют дополнительный интеграл 

Ст + R = v0 = const 

и легко интегрируются: 

_ А j2 2 • ( ) Р - --(-) Ро + q0 sш т - т0 , 
Ао t 

q = A~t) VРб + q5 соs(т - то), 
Сато+ Ro - R(t) 

т = C(t) ' 
t 

(10) 

_ _ ! (C(t) - А(t))(Сото + Ro - R(t))d 
т то - A(t)C(t) t. 

о 

Здесь Ро, q0 , т0 и А0 , В0 , С0 - начальные зна­
чения (при t = t 0 ) переменных и динамических ха­

рактеристик тела; т играет роль новой независимой 

переменной. 

Решение задачи (la) легко получить на основе 
уравнений движения в переменных Андуайе ( 6), ко­
торые здесь принимают тривиальный вид: 

d() 

dt =о, dl = GcosB (~ - ~) 
dt С А 

dg G 
dt А. 

R 
С' (11) 
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Решение уравнений (11) задается формулами 

В = Во, 

J
t ( 1 1 ) Jt R(t) 

Интегрирование задачи (2а) осуществим на осно­

ве уравнений (4). При Q = О из первого и третьего 

уравнений этой системы следует дифференциальное 
соотношение 

2 dЛ v* + v 
x-=---

dv А.*+>-..' l = G 0 cos В0 C(t) - A(t) dt - C(t) dt + la, 
to to где 

t 

! dt 
g = Ga A(t) + go, (12) х2 

to 
С(В - А) v* = BR А.*= ____f_!!_. (lЗ) 
А( С - В) ' С - В' А - В 

где 10 , g0 и В0 - начальные значения угловых пере­

менных Андуайе. 

В решении (10), (12) ось тела С( описывает круго­
вой конус вокруг вектора G кинетического момента, 
фиксированного в пространстве. Однако в отличие 
от движения твердого тела это движение по коничес-

кой поверхности неравномерно, так же как и собст­

венное вращение тела вокруг оси С (. 
2°. Задача Лиувилля также сводится к квадрату-

рам в следующих трех случаях: 

2а) Q =О, А= Bfa(P), В= B(t), С= Bga(P), 

R = ha(P), Р = P(t), 

.f ( ) _ СаР(Ао - Во)+ ВаРо 
Ja р - ' 

ВаР(Ао - Са)+ СаРо 

( ) 
ВаРо + Р(Ао - Во) 

ga Р = ВаРо ' 

h (Р) _ PRaAo . 
а - Р(Ао - Са)+ РаСа' 

2б) R =О, В= Cfь(Q), С= C(t), А= Cgь(Q), 

Р = hь(Q), Q = Q(t), 

fь(Q) _ AoQ(Bo - Са)+ CaQo 
- CaQ(Bo - Ао) + AoQo' 

(Q) 
= CaQo + Q(Bo - Са) 

gь CaQo ' 

QCaBo 
hь(Q) = Q(Bo - Ао) + QoAo; 

2в) Р =О, С= Afc(R), А= A(t), В= Agc(R), 

Q = hc(R), R = R(t), 

i (R) _ BaR(Co - Ао) + AaRo 
с - A 0 R(Co - Во)+ BaRo' 

(
R) = AaRo + R(Co - Ао) 

gc AaRo ' 

hc(R) = RAaCo 
R(Co - Во)+ RaBo 

Условия (2а)-(2в) получаются одно из другого в 

результате циклической перестановки соответствую­

щих параметров. 

Предположим теперь, что величины (13) сохраня-
ют постоянные значения, т.е. 

х2 _ Са(Во - Ао) 
- Аа(Са-Ва)' 

v* _ BaRo А.*_ Р0В0 
- С0 - Во ' - А0 - Во ' 

тогда задача имеет первый интеграл 

где постоянная интегрирования 

(14) 

(15) 

L 2 = х2 (Л* + Ло) 2 
- (v* + va) 2

• (16) 

Интеграл (15) позволяет завершить интегрирова­
ние и представить общее решение задачи в следую­

щей форме: 

Л(v) = х- 1 
{ -Л* ± JL2 - (v* + v) 2 }, 

µ(v) = ±Jc2 - v 2 - ~2 (-л* ± jL2 - (v* + v)2) 
2

, 

v t 

! dv _ ! B(t) - A(t) dt 
(Л* + Л(v))µ(v) - A(t)B(t) . 

vo to 

(17) 

В решении (17) произвольными функциями време­
ни являются один из осевых моментов инерции (B(t)) 
и одна из компонент вектора кинетического момен­

та относительного движения частиц тела a(r) (P(t)). 
В случаях (2а)-(2в) тело не является осесимметрич­

ным, а его вектор ar не совпадает с осью С( тела. 

3°. Решение задачи Лиувилля легко сводится к ре­
шению задачи Эйлера-Пуансо в следующих трех слу­

чаях, когда при Р =О, Q =О, R =О: 

За) 
С-В А Са- Во Ао 

В-А с Во -Ао . Са' 

Зб) 
А-С в Ао -Со Во 

(18) 
С-В А Са- Во . Аа' 

Зв) 
В-А с Во -Ао Са 
---·-

Во. А-С в Ао -Со 
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Эти условия следуют из более общих условий 

(2а)-(2в), если кинетический момент ar =О. 
Например, в случае (За) первые интегралы задачи 

принимают вид 

х2 л2 - v2 - L2 - , (19) 

и решение задачи сводится к обращению квадратуры 

J
v x2dv 

J(L 2 + v2 )[x2G2 - L2 - (1 + x2)v2] 
vo 

t 
= ! A(t) - C(t)d 

A(t)C(t) t. 
to 

(20) 

В решениях (18)-(20) накладывается лишь одно 
ограничение на осевые моменты инерции, т.е. два из 

трех осевых моментов инерции тела являются произ­

вольными функциями времени. 
Аналогичные результаты получаются на основе 

уравнений движения (6). В случае (За) они прини­
мают вид уравнений задачи Эйлера-Пуансо, однако 

здесь А, В, С являются функциями времени: 

~~ = G sin () sin l cos l ( А~ t) - В~ t) ) , 

dl ( 1 cos 
2 l sin 

2 l ) 
dt = G cos () C(t) - B(t) - A(t) ' (21) 

~~ =с ( ~~:)z + ~~;)z) . 
Здесь G = G0 = const и решение уравнений (21) 

представляется формулами 

sin2 B(l + х2 sin2 l) = С1 = const, 
l 

Т - То = 1-----;======d=[======= 

lo (~2 - С1 + sin
2 z) (~2 + sin

2 z) 

!т B(t) !т 2 

g - go = G A(t) _ B(t) dт + G cos ldт, (22) 
то то 

где новая независимая переменная 

(23) 

Вместо постоянной интегрирования целесообраз­

но ввести в рассмотрение величину 

л2 (1 + х2) 
т.е. положить С1 = 

2 2 
. 

х +л 

В работе [8] решение задачи Эйлера-Пуансо было 
представлено рядами Фурье в канонических перемен­

ных Андуайе. Если воспользоваться этими результа­
тами, то решение рассматриваемой задачи можно за­

писать в следующем виде: 

7rx = cos(2m<p) _ 1 
L=GcosB=G L h( d) (1+дm0 ) , 

Ку'х2 + А_2 m=O с 2m 

д = {1 при m =О, 
mo О при m #- О, 

~ ch(mlТ) . 
l = <р + L.J h( d) sш(2m<p), 

m=l mc 2m 

= sh( mO") . 
g = 'ljJ + 2:: h( d) sш(2m<p), (24) 

m=l ms 2m 

где <р, 'ljJ - два новых аргумента, являющихся извест­

ными функциями времени: 

G7r 1+х2 1 
<р = 2 ~ х2 + А. 2 К(Л) т, 

'1/;=G!т B(t) dт- G7r ~ П(х2,Л)т. 
A(t) - B(t) х У~ К(Л) 

то 

(25) 
В формулах (24), (25) К и П - полные эллиптичес­

кие интегралы первого и третьего рода; ch и, sh и -
гиперболические функции, аргументы которых опре­
деляются с помощью формул 

где К' = К ( v11=Л2), F - неполный эллиптичес­
кий интеграл первого рода. 

4°. О других интегрируемых случаях. Некоторые 
случаи интегрируемости задачи Лиувилля удобно 

проиллюстрировать на основе канонических уравне­

ний в переменных Андуайе. Гамильтониан этих урав­

нений имеет вид 

F = ~ [L2 (~ _ sin
2 l _ cos

2 l) + 
2 С А В 

+G2 ( si: l + со;2 l) ] _ 

- р J G 2 - L2 sin l - Q J G 2 - L2 cos l - R L 
А В с· 

Легко видеть, что задача сводится к одностепен­

ной автономной гамильтоновой в случае 

А= Aof(t), В= Baf(t), С= Caf(t), 

Р = Ра, Q = Qo, R = Ro, 
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где индекс обозначает постоянные, например началь­

ные значения соответствующих величин, f(t) - не­
которая произвольная функция. Если ввести новую 

независимую переменную соотношением dт = dt / f ( t), 
то уравнения в переменных Андуайе запишутся в ка­
ноническом виде с гамильтонианом F' = F f ( t). Для 
f ( t) = 1 решение этих уравнений соответствует из­
вестному случаю интегрируемости Вольтерра, кото­

рый при Р0 = Q0 = R0 = О отмечался Лиувиллем, 

Тиссераном [1, 2] и др. 
На основе данной работы более детальное иссле­

дование интегрируемости задачи Лиувилля выпол­

нил А. В. Борисов [9]. 
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