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тик сильно размываются, что экспериментально на

блюдалось в работах [2, 3]. Заметим, что «старение» 
кристаллов, связанное с увеличением числа дефектов, 

также приводит к размытию диэлектрических и акус

тических аномалий в области перехода за счет воз

никновения локальных электрических полей, упругих 

напряжений и их градиентов. 
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РАСЧЕТ УПРУГИХ ПОСТОЯННЫХ МЕТАЛЛОВ 

С ГЕКСАГОНАЛЬНОЙ ПЛОТНОЙ УПАКОВКОЙ 

В. М. Силонов, И. А. Гляненко 

(кафедра физики твердого тела) 

Методом модельного потенциала в гармоническ:ом приближении с учетом взаимодействия до чет

вертой координационной сферы проведен расчет упругих постоянных Mg, Zr и Тi. Как в случае Mg, 
так и в случае переходных металлов Zr и Ti рассчитанные значения упругих постоянных оказались 
близкими к экспериментальным. Для Zr и Ti наи1более близкими к экспериментальным оказались 
значения упругих постоянных С12 , С13 , С33 , а для С11 и С44 расхождения составили около 20%. 

В настоящее время метод модельного потенциала 

достаточно широко применяется для изучения мно

гих важных свойств металлов и сплавов, таких как 

энергия упорядочения, устойчивость фаз, фононные 

спектры, плотность электронных состояний и т. п. 

Наиболее успешным оказалось применение псевдо

потенциалов для металлов с ОЦК и ГЦК структура

ми [1-3]. В то же время недостаточно полно иссле
дована возможность использования модельных по

тенциалов для расчета подобных характеристик ГПУ 

металлов и сплавов, в частности переходных эле

ментов. Упругие постоянные ГПУ металлов могут 

быть рассчитаны, если известны значения потенциа

лов межатомного взаимодействия F(r). В работе [4] 
при вычислении F ( r) предполагается знание распре
деления электронной плотности вокруг ядер. В этой 

работе проводился расчет упругих постоянных для 

Mg с применением потенциала, построенного на ос
нове распределения электронной плотности в рамках 

метода функционала плотности. Однако применение 

использовавшихся в [4] достаточно громоздких фор
мул для переходных элементов представляет значи

тельные трудности. В то же время расчет упругих 

постоянных как для простых, так и для переходных 

металлов может быть проведен в рамках метода мо

дельного потенциала. Целью данной работы является 

применение метода модельного потенциала для вы -
числения упругих постоянных ряда металлов с ГПУ 

структурой. 

Методика расчета 

Как отмечалось в работе [4], в гармоническом 

приближении для расчета упругих постоянных эле

ментов с ГПУ структурой можно ограничиться рас

смотрением координационных сфер до четвертой 
включительно. В этом приближении упругие посто

янные могут быть рассчитаны с использованием вы

ражений [5, 6]: 

С11 = Vз(за - Ai - L)/2c, 

1 
С12 = С11 - --х 

vГз с 
х[З(а - 3А1) - 3В1 - В2 - 12G1 - 4G2 + Р], 

L = [ (2В2 + G2 + ЗG1)(ЗВ1 + В2 + 8G2)+ 

+2G2(ЗВ1 + В2)]/з(В1 + В2 + G1 + G2), 

2 
С1з = -(2G4 - В4) - С44, 

а 

с 

Сзз = м [-З(Вз + Gз) + 4J], 
v3 а2 

2 
С44 = - м (ЗА2 + Вз + 4Gз), 

v3c 

р _ (В1 - В2 - 2G1 + 2G2)2 

- В1 + В2 + G1 + G2 ' 

а= -[k1(l) + Св(l)], Ai = А2 = Св(1), Аз= О, 
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В1 = Св(2), 

Вз = 2В2 - В1, В4 = .J2(B2 - В1), 

1 
G1 = Св(3), G2 = З(2К1(З) + 3Св(3)), 

д = -(К1(4) + Св(4)), 
K1(S) = (ai - /Зi)s, Св(S) = (/Зi)s. 

В этих выражениях С11 , С1 2, С1з, Сзз и С44 
упругие постоянные, а и с - параметры кристалли

ческой решетки. 

С использованием рассчитанных потенциалов 

межатомного взаимодействия вычислялись значения 

радиальных ( ai) и тангенциальных (/Зi) силовых 
постоянных для первых четырех координационных 

сфер по формулам 

/31=~dF1 , 
r dr r; 

где i - номер координационной сферы. 
Во втором порядке теории возмущений потенциал 

межатомного взаимодействия записывается следую

щим образом [7]: 

СХ) 

Z 2 2 2z2 2 J . 
( ) _ е е G( ) sш qr d F r - -- - -- q -- q, 

r 7r qr 
о 

где Z - валентность, q - модуль вектора рассеяния, 

r - межатомное расстояние. 

В качестве исходных данных используется набор 

формфакторов модельных потенциалов в аналити
ческой форме, предложенный Анималу [8, 9]: 

для простых элементов 

W(q, k, k') = ~(~; + F(q, k, k') + I(q), 

для переходных элементов 

W( k k') = B(q) + F(q, k, k') 
q, , e(q) . (1) 

Здесь B(q) - локальная часть, F(q, k, k') - нело
кальная часть, e(q) - функция диэлектрической про
ницаемости, I ( q) - дополнительный член для прос
тых металлов. Эти выражения не приводятся полнос

тью ввиду их громоздкости. 

Как показано в работе [10], расчет формфакторов 
модельных потенциалов и для простых, и для пере

ходных элементов можно проводить с использовани

ем формулы (1). 
Параметры Ао, Ai, А2, Rm, О, Z, m*, Rc, CYeff и 

1Ее1, использованные при расчете формфакторов мо
дельных потенциалов, приведены в табл. 1. Харак
теристическая функция G ( q) рассчитывалась по фор
муле [7]: 

G q - [47r ze2] 2 W(q)2 (1 - _1_) 
( ) - Oq2 1 - f(q) e(q) . 

Таким образом, если известны значения характе

ристических функций G(q), можно рассчитать сило
вые постоянные для каждого набора ближайших со

седей. 

Таблица 1 
Параметры модельных потенциалов 

Металл а,А с, А Ао, а.е. А1, а.е. А2, а.е. Rm, ш.е. П, а.е. Z, а.е. m*, а.е. Rc, а.е. aeff IEcl, Ry 

Mg 3,21 5,21 0,78 0,88 0,99 2,6 155,9 2 1,0 1,47 0,043 0,086 

Ti 2,95 4,68 2,30 2,50 2,10 2,0 119,0 4 1,0 1,285 0,037 0,096 

Zr 3,23 5,15 1,15 1,70 1,30 2,0 157,0 4 1,0 1,493 0,044 0,095 

Таблица 2 
Расчетные значения атомных силовых постоянн1Ых при учете от 1 до 4 координационных сфер 

Радиусы Mg Ti Zr 
и силовые 

постоянные 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 

r;, А 3,20 3,21 4,53 5,21 2,89 2,95 4,13 4,68 3,18 3,23 4,53 5,15 

а; · 10- 4 , дин/см 1,41 1,04 0,12 -0,052 2,95 1,23 0,24 0,07 2,42 1,17 0,37 0,12 

{3; · 10- 4 , дин/см 0,0012 0,0010 -0,033 -0,0006 0,20 0,12 -0,071 -0,019 0,11 0,07 -0,13 -0,043 
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Результаты расчета 

Зависимости G ( q) и F ( r) для Mg приведены со
ответственно на рис. 1 и 2. Сходный вид имеют эти 
зависимости для Zr и Ti. 

В табл. 2 приведены радиусы первых четырех ко
ординационных сфер и значения атомных силовых 
постоянных для Mg, Zr и Ti. Из табл. 2 видно, что 
силовые постоянные, соответствующие первой и вто

рой координационным сферам, для каждого из эле
ментов имеют близкие значения, что является следст

вием близких значений радиусов этих сфер. Радиаль
ная силовая постоянная для каждой координацион

ной сферы больше тангенциальной постоянной. 
В табл. 3 приведены упругие постоянные для Mg, 

Zr и Ti, рассчитанные приведенным выше методом, 
а также методом [4], и экспериментальные значения 
[11-13]. 

Сравнение показывает, что расчет упругих посто

янных для Mg методом модельного потенциала и рас
чет с использованием функции распределения элек
тронной плотности [4] удовлетворительно согласу
ются с экспериментом. Для Ti и Zr также получе-

но удовлетворительное согласие рассчитанных зна

чений упругих постоянных с экспериментальными 

данными. 

Таблица 3 
Упругие постоянные 

Металл Источник данных 
С· 10- 12 , дин/см2 

С11 С22 С1з Сзз С44 

Расчет 0,71 0,32 0,34 0,84 0,17 

(настоящая работа) 

Mg 
Расчет [4] 0,59 0,26 0,21 0,62 0,16 

Эксперимент [13] 0,83 0,32 0,19 0,97 0,18 
Эксперимент [11] 0,63 0,25 0,21 0,66 0,18 

Расчет 2,17 0,81 0,75 2,06 0,59 

Ti (настоящая работа) 

Эксперимент [11] 1,62 0,92 0,69 1,81 0,46 

Расчет 1,75 0,63 0,61 1,98 0,25 

Zr 
(настоящая работа) 

Эксперимент [11] 1,44 0,72 0,65 1,65 0,32 

Эксперимент [12] 1,43 0,73 0,65 1,65 0,32 

В то же время нужно отметить, что более близки

ми к экспериментальным оказались значения упру

гих постоянных С12 , С13 , С33 . Расхождение для С11 
и С44 составило,..._, 20%. Это расхождение может быть 
обусловлено тем, что расчет ограничен учетом лишь 

четырех координационных сфер. 
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