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РАСЧЕТ НЕЛИНЕЙНЫХ МЕХАНИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
В НЕОДНОРОДН]ЫХ ПЛАСТИНАХ 

Г. Н. Медведев, Б. И. Моргунов 

(кафедра математики) 

Решена задача о равновесии круглой пластины под действием постоянной сосредоточенной силы, 

приложенной в ее центре. Пластина состоит из однородного изотропного основания и существен

но неоднородного (в частности, многослойного) покрытия, причем толщина покрытия существенно 

меньше толщины основания. Величина приложенной сосредоточенной нагрузки такова, что прогиб 

пластины имеет тот же порядок, что и толщина покрытия. Для определения прогиба применяет

ся асимптотическая методика. Результаты расчета могут быть использованы для приближенного 

определения упругих характеристик тонких покрытий. 

Основание круглой пластины радиуса R имеет 
толщину h0 и характеризуется цилиндрической жест-
костью 

D _ Eahg 
0 

- 12(1 - vб) · (1) 

В (1) Е0 - модуль Юнга, v0 - коэффициент 
Пуассона материала основания [1]. Край пластины 
предполагается закрепленным или опертым. Покры

тие имеет толщину he (he ~ h0 ) и характеризуется 

коэффициентами Ламе Л и µ, которые мы считаем 
существенно зависящими от поперечной координа

ты (. Применение асимптотической процедуры [2] 
к уравнениям теории упругости позволяет получить 

осредненные по ( соотношения между компонентами 
тензоров напряжений и деформаций для материала 
покрытия [3]: 

СТхх =(а+ Ь)Ехх + аЕуу +(с+ d)Ezz, 

СТуу=аЕхх+(а+Ь)еуу+(с+d)ет (2) 

CТzz =(с+ d)(Exx + Еуу) + eEzz, 

СТху = 2Ь€ху 

(координата z ортогональна к плоскости невозму

щенной пластины). В (2) использованы следующие 
обозначения: 

__ / л )2 / л2 ) 
а=(Л+µ)+(Л+2µ)\Л+2µ -\Л+2µ , 

Получим, следуя [1], уравнения равновесия плас
тины, упругие свойства которой определяются соот

ношениями (1)-(3), вводя в плоскости хОу коорди
наты (r, <р) (очевидно, что зависимость от полярного 
угла <р отсутствует): 

DaЛ2w = he (dw d
2
x + d

2
w dx) 

r r3 dr dr 2 dr 2 dr , 

(4) 

в (4) w = w(r) (w rv he) - прогиб, х = 
x(r) - функция напряжения (см. [1]), Ее = 

((:~tjь (а= а - (e~d)
2

) - эффективный упру-
гий модуль осредненного материала покрытия, Лr = = ~ f; (r f;) - радиальный оператор Лапласа. Урав
нения (4) следует дополнить граничным условием 

жестко закрепленного или свободно опертого края, 

а также условием равенства полной силы, действую

щей на пластину, нагрузке / 0 , приложенной в центре 

(см. [1]). 
Для решения системы нелинейных уравнений (4) с 

перечисленными дополнительными условиями мож

но воспользоваться методикой возмущений. Заменим 

формально в (4) he на ehe (в окончательном резуль
тате следует положить е = 1) и будем искать реше
ние (4) в виде разложений по степеням е: 

Подстановка разложений (5) в уравнения (4) приво
( 3) дит к рекуррентной системе уравнений, интегрирую

щихся в квадратурах: 

d= µ, е = (л+2µ) 
(в (3) символ (<р) означает осреднение функции <р(() 

по (, символ rp означает \ <р- 1 )-
1
). Таким обра

зом, осредненные характеристики материала покры

тия соответствуют однородной анизотропной среде с 

гексагональной симметрией [ 1]. 

DaЛ;wo =О, 

2 Ее dwa d2wa 
Лrxo+3-d -d 2 =0, r r r 

л2 - he (dwa d
2
xo d

2
wo dxa) 

Da r W1 - з d d 2 + d 2 d r r r r r 
(6) 
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2
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ЛrХ1 + з d d 2 + d d 2 - ' r r r r r 

л2 - hc (dwo d
2
x1 dw1 d

2
xo 

Do rw2 - 3 -d -d 2 + -d -d 2 + r r r r r 

+ d
2
wo dx1 + d2

w1 dxo) 
dr 2 dr dr 2 dr ' 

Разложения ( 5) подставляются также в дополнитель
ные условия [ 1]. 

Из уравнений (6) и соответствующих дополни
тельных условий последовательно определяются 

фуНКЦИИ Wo, Хо, W1, Х1, W2, ... (фуНКЦИЯ Wo ПОСТрОе
На В [1]). 

На рис. 1, 2 приведены примеры расчета функций 
w0 и хо для случая жестко закрепленного края плас-
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Рис.1 и 2 

Литература 

1. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Теория упругости. М., 1965. 
2. Бахвалов Н.С., Панасенко Г.П. Осреднение процессов в 

периодических средах. М., 1984. 

тины, на рис. 3, 4 - для случая свободно опертого 

края пластины. 

Если материал основания пластины анизотропен 

и обладает гексагональной симметрией, то соотно

шение (1) следует заменить на 

- h~ ( ь (с + d) 
2 

) Do - - а+ + . 
3 е 

Существенно более сложным является случай, ког

да материал основания анизотропен и обладает ку

бической симметрией [1]. Эта задача уже не будет 
обладать симметрией по <р. Ее решение можно стро

ить в виде тригонометрического ряда Фурье по <р и 

последовательно определять коэффициенты ряда -
функции r - из соотношений типа (6). 
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